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TEORÍA DE CONJUNTOS - EXAMEN FINAL
I-06

Fecha ĺımite: Jueves 29 de junio, 2 pm

Intente todos los problemas. Entregue bien escritostres problemas. El martes 27 y el
miércoles 29 de junio, usted deberá pasar al tablero para explicar parte de sus respuestas. El
examen finalconsta de esa combinación: explicacíon de un trozo de problema en tablero, y
entrega de tres problemas bien escritos.

1. SeaM un modelo transitivo contable deZFC + GCH, y seaP = Fn(I, I), paraI un
conjunto infinito enM . SeaG un filtro P-geńerico sobreM . Demuestre que

M [G] |= GCH.

Pista: considere por separado los casosI contable,I no contable. Mire qúe pasa con los cardinales en

ambos casos.

2. κ esdébilmente Mahlossi es regular, mayor queω y todo clubC ⊂ κ contiene un car-
dinal regular. Demuestre que todoκ débilmente Mahlo es hiperhiperhiperinaccesible.

3. Demuestre que las siguientes tres teorı́as son equiconsistentes:

(a) ZFC+ existe un cardinal fuertemente Mahlo.

(b) ZFC+ existe un cardinal d́ebilmente Mahloκ < c.

(c) ZFC + c es d́ebilmente Mahlo.

Pista: observe que todo débilmente Mahlo es fuertemente Mahlo enL. Luego, demuestre que los

débilmente Mahlos se mantienen débilmente Mahlos bajo extensionesccc. Pruebe primero que siC ⊂ κ

es club enM [G], existeC ′ ⊂ κ que es club enM tal queC ′ ⊂ C.

4. SeaM modelo contable transitivo deZFC. Construya una sucesión 〈Mn|n < ω} tal
que

(a) M0 = M .

(b) Mn+1 = Mn[Gn] para alǵunPn ∈ Mn y algúnGn que esPn-geńerico sobreMn.

(c) No existe ninǵun modelo transitivoN tal queo(N) = o(M) y
⋃

n
Mn ⊂ N .

Pista: colapse.
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5. Un subconjuntoO ⊂ P esabierto ssi es cerrado hacia abajo. Paraκ regular no enu-
merable, decimos queP es(< κ)-distributivo ssi toda familia de menos queκ abiertos
densos tiene intersección densa. Demuestre que forzar conP (< κ)-distributivo no
puede agregar sucesiones de ordinales de tamaño menor queκ. Pista: Parta de cualquier

sucesíon de ordinales de longitud menor queκ enM [G], y tome un nombreτ . Arme abiertos correspon-

dientes a “decidir” elα-simo valor deτ , y use la distributividad para probar que la sucesión ya estaba en

M .

6. Demuestre usando forcing que es consistente que2ℵ0 = ℵ1. Pista: fuerce conP el orden

parcial de funciones parcialesp deℵ1 en2ℵ0 tales que|p| < ℵ1.


