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es decir, (8x9® 2 On(x 2 L(®)))L . Por de� n ición de L, 8x 2 L9®(x 2 L(®)). Por
absolu t icidad de L(®) y de ordinal, obtenemos (V = L)L .
DEMOSTRACIÓN del lema 13.13. Lo mismo que para H (· ), salvo V = L y
Comprensión.
V = L: L(· ) j= 8x9®(x 2 L(®)) es cier to pues L(®) es absolu to y L(· ) \ On = · .
As�́, 8x 2 L(· )9®(x 2 L(®)) es cier to pues · es ordinal l �́mite.
Comprensión: como antes, usando el Lema de Re� exión para jerarqu �́as
conjunto y que · es regu lar : si B 2 L(· ), a1 : : : an 2 L(· ), para ver que
E = f b 2 B jL(· ) j= ' [b; a1 : : : an ; B ]g 2 L(· ), sea ® < · tal que L(®) Á L(· ) y
B; a1 : : : an 2 L(®). Entonces E = f b 2 B jL(· ) j= ' g 2 D(L(®)) = L(®+ 1) ½ L(· ),
con lo cual E 2 L(· ).
DEMOSTRACIÓN del lema 13.14. Sea ® = o(M ) = m�́nimo ordinal =2 M . ® es
l �́mite pues M es cerrado bajo S. As�́, L(®) =

S
»< ® L(»).

Como M j= V = L, si x 2 M existe x 2 L(») para algún » < ® (absolu t icidad de
L(»)), y as�́ M ½ L(®).
Pero si » < ®, entonces L(») = (L(»))M 2 M , con lo cual L(») ½ M , y as�́ L(®) ½
M . (Esto ú lt imo no usa que V = L vale en M ).
Para ver que L(· ) j= Compr:, � je B 2 L(· ), a1; : : : ; an 2 L(· ), ' . Veamos que

E = f b2 B jL(· ) j= ' [b; a1 : : : an ; B ]g 2 L(· );

sea ® < · tal que L(®) Á L(· ) y B, a1; : : : ; an 2 L(®). Entonces E = f b 2
B jL(®) j= ' g 2 L(®+ 1) ½ L(· ).

14. El Axioma de Martin

Durante los años 60, Cohen demostr ó usando forcing Con(ZF C+c es grande).
Solovay demostr ó usando forcing iterado Con(ZF C+c es grande + propiedades
deseables). Por ejemplo, acerca de R,

SH (Hipótesis de Suslin),

U1C (Unión de < c conjuntos de pr imera categor �́a es de pr imera categor �́a),

U0M (Unión de < c conjuntos de medida 0 es de medida 0).

Mar t i n (y también Si lver ) probaron que se pueden amalgamar estas con-
strucciones de forcing iterado en un solo axiom a llamado M A.
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Demostraron: Con(ZF C + c es grande +M A), usando una sola prueba de
forcing iterado...
y demostraron que en ZF C + M A + : CH ,

SH; U1C; U0M valen.

De hecho, M A es consistente con c es cualqu ier regu lar > ! .

¿Qué es este famoso Axioma de Mart in entonces? Pr imero introducimos la
combinator ia, y luego el forcing: misma combinator ia, sumándole lógica y
modelos.
M A es un enunciado de teor �́a de conjuntos est ilo años 20.
M A: 8· < cM A(· ),
M A(· ): dado un orden parcial ccc P y una familia D de · · subconjuntos
densos de P, existe un � lt ro G ½ P tal que 8D 2 D, D \ G 6= ; .
Claramente, · < · ′ ) M A(· ′) ¡! M A(· ).
Por otro lado, ZF C ¡! M A(! ). As�́, inmediatamente tenemos

CH ) M A:

M A(c) es simplemente falso.
Vale (pero es dif�́ci l de probar): Con(M A + c es grande).

Convenci ón 14.1. Denotamos por P (o por (P; · ) si hace falta especificar la

relación) a un “orden”. Muchas veces abusaremos del lenguaje, y llamaremos

“orden” a relaciones que en realidad son tan solo preórdenes (reflexivas y

transitivas). Para el contexto que sigue, la distinción no es relevante.

Ejemplos t �́picos de órdenes que nos interesa estudiar incluyen los sigu-
ientes:

(P(X ); ½),

P1 = f ]a; b[ja < b 2 Rg, ordenado por ½. Este orden es t �́pico del contexto del
teorema de categor �́a de Baire.

P2 = f U ½ X jU abier to, U 6= ; ; Ū compactog. Este orden también es t �́pico del
contexto del teorema de categor �́a de Baire, caso X localmente compacto
de Hausdor ff.
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Hecho 14.2. M A(· ) ¡! R no es unión de · subconjuntos cerrados nunca den-

sos (cnd).

Este hecho, para el caso part icu lar · = ! , es una versi ón del Teorema de
Categor �́a de Baire.

Teorem a 14.3. (Teorem a de Cat egor �́a de Bai re) Dado X un espacio local-

mente compacto T2, X no es unión de ! conjuntos cnd.

DEMOSTRACIÓN Sea Cn cnd (n < ! ). Escoja p0 ¾ p1 ¾ p2 ¾ : : : tales que

1. pi 2 P1 (o P2),

2. p̄i \ Ci = ; .

Entonces, por compacidad de X y pif,
\

n< !

p̄n 6= ; :

Cualqu ier punto en esa intersección est á por fuera de todos los Ci .

p0

C0

C1

p1

De� n i ci ón 14.4. D ½ P es denso en P ssi 8q 2 P9p · q tal que p 2 D .

Por ejemplo, usando P1 o P2, si C es cnd, D = f pjp̄ \ C = ; g es denso.
En el caso de M A, piense en D como “tareas por cumplir ”. Para lograrT

i < ! p̄i 6= ; , usamos la pif.

De� n i ci ón 14.5. Si G ½ P, G es un pre� l t ro ssi 8p; q 2 G9r 2 G tal que

r · p ^ r · q.
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Por ejemplo, G = f pn jn < ! g, con p0 ¸ p1 ¸ p2 ¸ : : : .
Note: por inducción, si G es pre� lt ro, entonces dados p1; : : : ; pn 2 G, existe
r 2 G tal que r · p0 ^ ¢¢¢̂ · pn .
En ZF C, M A(! ) vale: haga exactamente la misma prueba que para el Teore-
ma de Categor �́a de Baire.

Teorem a 14.6. (Teorem a de exi st encia de gen ér i cos = M A(! ) = Teorem a
de Cat egor �́a de Bai re)
Si P es un orden parcial y D es una familia contable de densos en P, entonces

existe G ½ P prefiltro tal que 8D 2 D(G \ D 6= ; ).

DEMOSTRACIÓN Sean D = f Dn jn < ! g, G = f pn jn < ! g, con p0 ¸ p1 ¸ : : : ,
p1 2 D0, p2 2 D1, etc. p0 puede ser escogido arbit rar iamente. Por inducción,
escoja pn+ 1 · pn , pn+ 1 2 Dn . Se puede por la densidad de Dn . As�́, G \ Dn 6= ;
para todo n.
Considere la sigu iente versión:
SM A(· ) (super axioma de Mart in). La idea es “botar la ccc”. Si P es un orden
parcial cualqu iera y jDj · · es una familia de densos en P, entonces existe
G ½ P pre� lt ro tal que 8D 2 D(G \ D 6= ; ).
Por el teorema anter ior, ZF C ` SM A(! ).

Teorem a 14.7. SM A(· ) implica que dado X localmente compacto de Haus-

dorff, X no es unión de · · conjuntos cnd.

Para el caso · = ! , esto no es más que el teorema de Baire usual.
DEMOSTRACIÓN Sea hC®j® < · i una familia de cnd's en X . Sea D® = f p 2
Qjp̄ \ C® = ; g. Claramente D® es denso en Q. Sea G ½ P un pre� lt ro tal que
G \ D® 6= ; para todo ® < · . Entonces

T
p∈G p̄ 6= ; y no intersecta a ninguno de

los C®.

Corolar i o 14.8. SM A(! 1) ¡! 0 = 1.

DEMOSTRACIÓN Basta considerar el sigu iente ejemplo. Sea X = (! 1 + 1)!

(con la topolog�́a producto). Es compacto, pues ! 1 + 1 lo es6. Claramente es
de Hausdor ff. Ahora bien, X es unión de ! 1 cnd's: sea

C® := ((®+ 1) [ f ! 1g)! ;

6¿Por qué?
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para ® < ! 1. Claramente,

C® % X cuando ® % ! 1;

pues toda f : ! ¡! ! 1 es acotada. Pero esto inmediatamente muestra que
SM A(! 1) no puede ser cier to.

El ejemplo anter ior muestra que hay que restr ingir un poco SM A(· ). Por
ejemplo, podemos llamar SM A∗(· ; K) a SM A(· ) “restr ingido” a la clase de
órdenes dada por K. As�́, tenemos

M A(· ) = SM A∗(· ; ccc):

Los “axiomas de forcing” t ienen (casi todos) la forma SM A∗(· ; K). Nos con-
centramos aqu �́ en el más clásico y famoso entre ellos (M A(· )).

Teorema 14.9. Son equivalentes:

1. M A(· )

2. Si X es localmente compacto T2 y ccc (por ejemplo, R), entonces X no es

unión de · · conjuntos cnd.

3. Si X es compacto T2 y ccc, entonces X no es unión de · · conjuntos cnd.

Necesitamos algunas de� niciones.

Definición 14.10. p; w 2 P son compatibles ssi existe r 2 P tal que r · p y r ·
q. A ½ P es una anticadena ssi todo par de elementos de A son incompatibles.

Definición 14.11. Un orden P tiene la ccc (o sencillamente, “es ccc”) ssi dada

cualquier A ½ P anticadena, jAj · ! . Un espacio topológico es ccc ssi no tiene

familia no enumerable de abiertos disyuntos.

En lo anter ior, ccc abrevia “condición de cadena contable”.
Observe que si X es localmente compacto de Hausdor ff,

QX es ccc , X es ccc:

Por ejemplo, R, Rn , R! son ccc. (QX es el orden parcial de abier tos no vac�́os
de X .)
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14.1. Am ebas: at rapar m edida pequeña

Teorema 14.12. M A(· ) implica que en R, toda unión de · · conjuntos de

medida de Lebesgue cero tiene medida cero.

Para · = ! : la prueba usual.
DEMOSTRACIÓN Tome N® nu lo, para ® · · . Fije " > 0. La idea es producir
un abier to U tal que [

®≤·

N® ½ U;

y ¹ (U) · " .
Considere el orden de la ameba para "

P"
a = f p ½ Rjp abier to; ¹ (p) < "g;

con · =¾.
Ojo: note que
para el teorema de Baire, constru imos p0 ¾ p1 ¾ p2 : : : ,
y aqu �́ p0 ½ p1 ½ p2 : : : .
Examinemos la “prueba usual” (· = ! ): sea p0 = ; . Escoja induct ivamente
(i < ! ) pi con

¹ (pi ) < ",

pi + 1 ¾ pi ,

N i ½ pi + 1,

¹ (V ) < " ¡ ¹ (pi ).

N i

pi

V
pseudópodo

En P"
a, cada “ameba” pi emite un pseudópodo para

tragar el nu lo N i y formar la ameba pi + 1.
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Pero sabemos que si N es nu lo, entonces f q 2 PjN ½ pg es denso en P (pues
dada una ameba p, existe q · p tal que N ½ q).
Observe que p y q son compat ibles ssi existe r 2 P con r ¾ p [ q, es decir ssi
¹ (p [ q) < ".

Lema 14.13. P es ccc.

(Despu és veremos la prueba.) Sea D® = f p 2 PjN® ½ pg. D® es denso. Sea G
un pre� lt ro en P tal que G \ D® 6= ; para todo ® < · . Sea entonces

U =
[

G =
[

p∈G

p:

N® ½ U, para todo ®, y por lo tanto
S

®< · D® ½ U.
Lo único que falta es demostrar que ¹ (U) · " .
Ahora bien, G es pre� lt ro... si p1; : : : ; pn 2 G, existe r 2 G tal que r · p1^ ¢¢¢̂ r ·
pn , es decir, ¹ (p1 [ ¢¢¢[ pn) < ¹ (r ) < ".
Habremos terminado al probar el sigu iente lema.

Lema 14.14. (ZFC) Si F es una familia de abiertos en R y 8A 2 [F ]< ! se tiene

¹ (
S

A ) · " entonces ¹ (
S

F ) · " .

DEMOSTRACIÓN Si F es contable, entonces F = f pn jn 2 ! g. Entonces, como
p1 [ ¢¢¢[ pn %

S
F y ¹ (p1 [ ¢¢¢[ pn) · " para todo n, tenemos ¹ (

S
F ) · " .

Para F arbit rar io, como R es hereditar iamente de Lindelöf, existe F0 ½ F
contable tal que

S
F0 =

S
F , con lo cual se t iene el teorema.

Para terminar la prueba, hacemos la
DEMOSTRACIÓN del lema 14.13. Suponga que no es ccc el orden de la ame-
ba P"

a. Sea entonces A = f p®j® < ! 1g una ant icadena (® 6= ¯ ¡! p® ? p¯ ). Pero
entonces, dados ® 6= ¯ , p® [ p¯ =2 P"

a, es decir ¹ (p® [ p¯ ) ¸ " . Pero ¹ (p®) < ", para
todo ®. Fije entonces k < ! tal que

B =
n

®j¹ (p®) · " ¡
1

k

o

no es contable. Ahora,
f Âp® j® 2 Bg

es discreto en L 1(R), pues
Z

(Âp® ¡ Âp¯ )d¹ ¸
1

k
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para ®; ¯ 2 B. Esto contradice que L 1(R) es separable.
O bien... (si no qu iere usar que L 1(R) es separable), podemos usar direc-
tamente que para todo ®, p® es una unión contable de intervalos abier tos
racionales.
Fije entonces V® ½ p® tal que V® es unión � n ita de intervalos racionales abier -
tos, tal que

¹ (p® n V®) ·
1

3
¢
1

k
:

¡Sólo hay @0 V®'s dist intos! Tome entonces ® < ¯ tal que V® = V¯ .

p® p¯

V® = V¯

¹ (p® [ p¯ ) · ¹ (V®) + 2
3 ¢1

k · " ¡ 1
k + 2

3 ¢1
k < ".

Esto contradice que p® ? p¯ .
Esto termina la prueba del teorema 14.12.

14.2. Ar i t m ét i ca cardi nal bajo M A

Lo sigu iente es un mero esbozo de algunas consecuencias en ar itmét ica car -
dinal en presencia de M A. También menciono algunas preguntas abier tas.

Teorema 14.15. M A implica que c es regular.

DEMOSTRACIÓN M A = 8· < c(M A(· )). Por el teorema 14.12, bajo M A toda
unión de < c nu los es nu lo, pero esto implica que c es regu lar : si · = cf (c) <
c, entonces tendr �́amos R =

S
®< · N®, jN®j < c. Pero cada N® es nu lo (pues es

unión de < c s�́ngletons), con lo cual R ser �́a nu lo (absurdo).
(Lo anter ior es novedoso para nosotros, pues ZF C 6̀ c es regu lar. Por teore-
mas que veremos despu és, Con(ZF C + c = @! 2).)

Hecho 14.16. M A ¡! 2< c = c.

Definición 14.17. (Fremlin) Sea m el mı́nimo · tal que M A(· ) es falso. En-

tonces ! < m · c.


