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es decir, (8x9®2 On(x 2 L(®)))-. Por de nicion de L, 8x 2 L9®(x 2 L(®)). Por
absoluticidad de L(®) y de ordinal, obtenemos (V = L)t.

DEMOSTRACION  del lema 13.13. Lo mismo que para H(-), salvoV =L y
Comprension.

V =L:L(-)j=8x9®(x 2 L(®)) es cierto pues L(®) es absolutoy L(-)\ On = -.
As’, 8x 2 L(-)9®(x 2 L(®)) es cierto pues - es ordinal I'mite.

Comprension: como antes, usando el Lema de Re exi6n para jerarqu’as
conjunto y que - es regular: si B 2 L(-), a;:::an 2 L(-), para ver que
E=fb2 BjL(-)j="[oa:::a;B]g2 L(-), sea ® < - tal que L(® A L(-)y
B;a;::iian 2 L(®). Entonces E =fb2 BjL(-)j="92 D(L(®) =L(®+1) %2 L(-),
conlocual E 2 L(-). O
DEMOSTRACION  del lema 13.14. Sea ® = oM ) = m'nimo ordinal 2M . ® es
I'mite pues M es cerrado bajo S. As", L(®) = | _oL(»).

ComoM =V =L, six2 M existex 2 L(») para algin »< ® (absoluticidad de
L(»), yas M %L(®).

Pero si » < ®, entonces L(») = (L(»)™ 2 M, con lo cual L(») %M,y as’ L(®) %
M. (Esto ultimo nousaqueV =L valeen M). O
Para ver que L(-) j=Compr:, jeB 2 L(-), a;:::;a, 2 L(-)," . Veamos que

E=fb2BjL(-)j="[bai:::an;B]g2 L(-);

sea ® < - tal que L(® A L(-)y B, aj;:::;a, 2 L(®. Entonces E = fb 2
BiL®j="'g2L(®+1)%L(-). O

14. El Axioma de Martin

Durante los afios 60, Cohen demostr6 usando forcing Con(ZFC+ces grande).
Solovay demostro usando forcing iterado Con(ZF C+ces grande + propiedades
deseables). Por ejemplo, acerca de R,

SH (Hip6tesis de Suslin),
U1C (Unibn de < cconjuntos de primera categor'a es de primera categor’a),
UOM (Unibn de < cconjuntos de medida 0 es de medida 0).

Martin (y también Silver) probaron que se pueden amalgamar estas con-
strucciones de forcing iterado en un solo axioma llamado M A.
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Demostraron: Con(ZFC + c es grande +MA), usando una sola prueba de
forcing iterado...
y demostraron queen ZFC + MA +: CH,

SH;U1C; UOM valen.
De hecho, M A es consistente con c es cualquier regular > ! .

cQué es este famoso Axioma de Martin entonces? Primero introducimos la
combinatoria, y luego el forcing: misma combinatoria, sumandole logica y
modelos.

M A es un enunciado de teor’a de conjuntos estilo afios 20.

MA: 8- < cMA(-),

MA(- ): dado un orden parcial ccc Py una familia D de - - subconjuntos
densos de P, existeun ItroG¥%Ptalque8D 2D,D\ G6&;.

Claramente, - < -") MA(-") i MA(-).

Por otro lado, ZFC §§ MA(!). As’, inmediatamente tenemos

CH) MA:

M A(c) es simplemente falso.
Vale (pero es dif'cil de probar): Con(M A + c es grande).

Convencion 14.1. Denotamos por P (o por (P;- ) si hace falta especificar la
relaciony) a un “orden”. Muchas veces abusaremos del lengugje, y llamaremos
“orden” a relaciones que en realidad son tan solo predrdenes (reflexivas y
transitivas). Para el contexto que sigue, la distincién no es relevante.

Ejemplos t'picos de o6rdenes que nos interesa estudiar incluyen los sigu-
ientes:

(P(X); %),

P, =fla;bja< b2 Rg, ordenado por Y. Este orden es t'pico del contexto del
teorema de categor’a de Baire.

P, = fU % X jU abierto, U & ; ;U compactog. Este orden también es t'pico del
contexto del teorema de categor’a de Baire, caso X localmente compacto
de Hausdorff.
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Hecho 14.2. MA(-){ R noes uniénde - subconjuntos cerrados nunca den-
sos (cnd).

Este hecho, para el caso particular - = !, es una version del Teorema de
Categor’a de Baire.

Teorema 14.3. (Teorema de Categor’a de Baire) Dado X un espacio local-
mente compacto T,, X no es unién de! conjuntos cnd.

DEMOSTRACION Sea C, cnd (n<!). Escoja po % p; ¥%ap, ¥%::: tales que
1. p 2 Py (0Pp),
2. pi \ G =;.

Entonces, por compacidad de X vy pif,

\
Pn 65

n<!

Cualquier punto en esa interseccion esta por fuera de todos los C;.

De nicion 14.4. D 2P esdenso enP ssi8q2 P9p- qtalquep?2 D.

Por ejemplo, usando P, o P, si C es cnd, D =fpjp\ C =, ges denso.
En el caso de MA, piense en D como “tareas por cumplir’. Para lograr
i<; bi &;, usamos la pif.

De nicion 14.5. SiG ¥ P, G es un pre lItro ssi 8p;q 2 G9 2 G tal que
r- p~r- q.
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Por ejemplo, G=fpyjn<!g,con po, pr, P2, :::

Note: por induccion, si G es pre ltro, entonces dados P1;:ii;pn 2 G, existe
r2 Gtal quer - pp” ¢ - p,.

En ZFC, MA(! ) vale: haga exactamente la misma prueba que para el Teore-
ma de Categor'a de Baire.

Teorema 14.6. (Teorema de existencia de genéricos = MA(! ) = Teorema
de Categor’a de Baire)

SiP es un orden parcial y D es una familia contable de densos en P, entonces
existe G Y2 P prefiltro tal que 8D 2 D(G\ D & ;).

DEMOSTRACION Sean D =fDyjn<!g, G=fp,jn<!g, conpy, pr., :::,
p1 2 Do, p2 2 Dy, etc. pp puede ser escogido arbitrariamente. Por induccion,
€scoja Pn+1 © Pn, Pr+1 2 Dn. Se puede por la densidad de D,,. As’, G\ D, & ;
para todo n. O
Considere la siguiente version:

SMA(-) (super axioma de Martin). La idea es “botar la ccc’. Si P es un orden
parcial cualquieray jDj - - es una familia de densos en P, entonces existe
G % Ppre Itrotal que8D 2 D(G\ D &;).

Por el teorema anterior, ZFC ~ SMA(! ).

Teorema 14.7. SMA(:) implica que dado X localmente compacto de Haus-
dorff, X no es unién de - - conjuntos cnd.

Para el caso - =!, esto no es mas que el teorema de Baire usual.

DEMOSTRACION  Sea hCe® < -i una familia de cnd's en X. Sea Dg = fp 2
Qjp\ Ce =;g. Claramente Dg es densp en Q. Sea G 2 P un pre Itro tal que
G\ Dg & ; paratodo ®< -. Entonces ;P& ; ynointersectaaninguno de
los Ce. O

Corolario 14.8. SMA(' ;)i 0=1.

DEMOSTRACION  Basta considerar el siguiente ejemplo. Sea X = (! ; + 1)’
(con la topolog’a producto). Es compacto, pues ! 1 + 1 lo es®. Claramente es
de Hausdorff. Ahora bien, X es union de! ; cnd's: sea

Co:=(®+1)[ f!19);

6 Por qué?
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para ®< ! ;. Claramente,

Ce % X cuando ®% ! ¢;
pues todaf : ! { !, es acotada. Pero esto inmediatamente muestra que
SMA(!;) no puede ser cierto. O

El ejemplo anterior muestra que hay que restringir un poco SMA(-). Por
ejemplo, podemos llamar SMA*(-;K) a SMA(-) “restringido” a la clase de
ordenes dada por K. As’, tenemos

MA(-) = SMA*(-;cce):

Los “axiomas de forcing” tienen (casi todos) la forma SMA*(-;K). Nos con-
centramos aqu” en el mas clasico y famoso entre ellos (MA(-)).

Teorema 14.9. Son equivalentes:

1. MA(-)

2. SiX es localmente compacto T, y ccc (por ejemplo, R), entonces X no es
union de - - conjuntos cnd.

3. SiX es compacto T, y ccc, entonces X no es unién de - - conjuntos cnd.

Necesitamos algunas de niciones.

Definicion 14.10. p;w 2 P son compatibles ssiexister 2 P talquer - pyr -
g. A %2 P es una anticadena ssi todo par de elementos de A son incompatibles.

Definicion 14.11. Un orden P tiene la cce (o sencillamente, “es ccc”) ssi dada
cualquier A % P anticadena, jAj - | . Un espacio topoldgico es ccc ssi no tiene
Jfamilia no enumerable de abiertos disyuntos.

En lo anterior, ccc abrevia “condicién de cadena contable”.
Observe que si X es localmente compacto de Hausdorff,

Qx es cce , X es ccc:

Por ejemplo, R, R", R' son ccc. (Qx es el orden parcial de abiertos no vac’os
de X.)
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14.1. Amebas: atrapar medida pequeia

Teorema 14.12. MA(:- ) implica que en R, toda unién de - - conjuntos de
medida de Lebesgue cero tiene medida cero.

Para - =!:laprueba usual.
DEMOSTRACION Tome Ng nulo, para®- -. Fije" > 0. La idea es producir
un abierto U tal que
Ne Y2 U;
®<-
yt()- "
Considere el orden de la ameba para "

P, = fp % Rjp abierto;* (p) < "g;

con - =%.

Ojo: note que

para el teorema de Baire, construimos po % p; ¥ap:::,
yaqu poYeprYepyiii.

Examinemos la “prueba usual” (- = !): sea pp = ;. Escoja inductivamente
(i<!)p con
tp) <",
Pi+1 Yapi,
Ni %2 piv1,
LV)<"i t(p)
Pi

Y, e A

pseudopodo

En PP,, cada “ameba” p; emite un pseudbépodo para
tragar el nulo N; y formar la ameba p;+ ;.
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Pero sabemos que si N es nulo, entonces fg2 PjN Y2 pg es denso en P (pues
dada una ameba p, existe q- ptal que N %2qQ).
Observe que py qson compatibles ssi exister 2 P con r ¥ p[ @, es decir ssi

t(p[ g <
Lema 14.13. P es ccc.

(Después veremos la prueba.) Sea Dg = fp 2 PjNg ¥2 pg. De €s denso. Sea G
un pre ltroen Ptal que G\ Dg 6 ; paratodo ®< -. Sea entonces

[ [
U= G= p:

peG

Ne ¥2U, para todo ®, y por lo tanto S®<_ De Y2 U.

Lo Gnico que falta es demostrar que * (U) - "

Ahorabien, Ges pre Itro...sips;:::;pn 2 G, exister 2 Gtal quer - pN¢Ce¢ r -
Pn, €S decir, * (py [ ¢C¢[ p,) < (r)<".

Habremos terminado al probar el siguiente lema.

Leéna 14 14. (ZFC) Slé: es una familia de abiertos enR y 8A 2 [F|<' se tiene
A)- "entoncest( F)- ".

DEMOSTRACI@%I Si F es contable, entonces F =fp,jn2!g. Egtonces, como
pr[ ¢C¢[ p, % F yr(p[ ¢¢[ p,) - " paratodon, tenemost( F)- ".
Para F arbitrari% com%R es hereditariamente de Lindelof, existe Fo Y2 F
contabletal que Fy= F, con locual setiene el teorema. O
Para terminar la prueba, hacemos la
DEMOSTRACION del lema 14.13. Suponga que no es ccc el orden de la ame-
ba P,. Sea entonces A = fpgj®< ! ;g una anticadena (®6 {! pe ? p-). Pero
entonces, dados ®6 ", ps[ p- 2P, es decir  (ps[ p-), ". Perol(ps) < ", para
todo ®. Fije entonces k< ! tal que

n 10

B= &' (pe)- "i K

no es contable. Ahora,

fAi®2 Bg

es discreto en LY(R), pues
Z

(Aps i Ay )dt
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para ® 2 B. Esto contradice que L'(R) es separable. O
O bien... (si no quiere usar que L'(R) es separable), podemos usar direc-
tamente que para todo ®, pe €s una union contable de intervalos abiertos
racionales.

Fije entonces Vg %2 pp tal que Vg es union nita deintervalos racionales abier -

tos, tal que
1 1
1(p®nV®) " §¢E

iS6lo hay @ Ve's distintos! Tome entonces ®<  tal que Vg = V-.

Lol )
Esto contradice que ps ? p-. O
Esto termina la prueba del teorema 14.12. O

14.2. Aritmética cardinal bajo MA

Lo siguiente es un mero esbozo de algunas consecuencias en aritmética car -
dinal en presencia de MA. También menciono algunas preguntas abiertas.

Teorema 14.15. M A implica que c es regular.

DEMOSTRACION MA =8- < ¢(MA(-)). Por el teorema 14.12, bajo M A toda

uniébn de < cnulos es nulo, Rero esto implicaque cesregular: si - = cf (¢) <
c, entonces tendr'amos R = . Ng, [Negj < C. Pero cada Ng es nulo (pues es
union de < cs’ngletons), con lo cual R ser’a nulo (absurdo). O

(Lo anterior es novedoso para nosotros, pues ZFC & c es regular. Por teore-
mas que veremos después, Con(ZFC +c=@,).)

Hecho 14.16. MA | 2°¢=c.

Definicion 14.17. (Fremlin) Sea m el minimo - tal que MA(- ) es falso. En-
tonces! <m- cC.



