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Un ejemplo de un conjuntoen  P(!)\ [L(! +2) nL(! +1)]:
f# JLL)F ' g

Todos los L(®) pueden ser bien ordenados: de nimos un buen orden <, de
todo L.
Denici 6n 11.5. ElL-rango de x, %x), es elm’nimo ®tal que x 2 L(®+1) nL(®).

Observe que si ® es ordinal, £®) = ®=ran(®). De niremos < sobre L de tal
manera que

X)) <VAY)i x<_y: (1)
Por otro lado, para comparar  x y y del mismo nivel, de nimos
< ' fxj#x) = ®g= E(<.* L(®) * fxj¥#x) = @qg: 2

La anterior es una de nici  6n recursivade < !L(®): dado <. !L(®), 1y 2 nos
dicen c bmo calcular < ! L(®+1).
As’, hemos probado lo siguiente.

Lema 11.6. < bienordenaa L (y por lo tanto a todos los L(®).

La de nici 6n de E depende de una lista de todas las f o6rmulas: es efectiva,
mas no natural.

Por otro lado, tenemos (no lo demostramaos - la demostraci on es muy tediosa)
tambi én la de nibilidad del orden en el sentido siguiente.

Hecho 11.7. 1. </ 'L(® 2D(L(®), para ®I'mite.
2. ¥ L(®) 2D(L(®).
Lema 11.8. (AC) Si®, ! entonces |L(®)j = |®.

DEMOSTRACION  Por inducci 6n sobre ®. Note que como ® %2 L(®), tenemos
i® -j L(®)j. Claramente, L(')=R()=".

Caso sucesor: suponga jL(®)j = j®. Entonces jL(®+1)j= D(L(®)] = jL(®)] =
j®+1j.

Caso I'mite: si ®es I'mitey 8+2 [I;®[(jL(2)j = j4 -] ®). De modo que L(®) es
uni 6n de j® conjuntos, cada uno de tama fio - ®, con lo cual, usando AC,
IL@®)j-] @. O
Ejercicio: haga lo mismo sin  AC.




La Independencia de la GCH 37

11.3. El plan de la prueba de G  0del

El objetivo es probar que L F ZF + AC + GCH. Lo hacemos en dos pasos:
1. LEZF+V=L.
2. ZF+V =L AC+ GCH.
V = L es el axioma de constructibilidad de G = ©del. Dice
8x9®(x 2 L(®)):

La sentencia “ L F V = L” deber "a ser trivial. Y de hecho es trivial que 8x 2
L9®(x 2 L(®)) por de nici 6n. Lo que no es trivialesque L F V =L, es decir

8x 2 L9®(x 2 L (®)):

Lt corresponde a hacer la construcci  6n de L... en L. Necesitaremos algo de
absoluticidad  en la forma
LY(®) = L(®):

La idea de partir la prueba en (1) y (2) es que (2) es pura matem atica. No hay
contenido | 6gico en (2). Se trabaja en ZF y setoma V = L como axioma. Se
demuestra entonces AC + GCH por razonamiento matem atico ordinario. No
hay cuestiones con modelos.

As’” evitamos el trabajar solo en ZF. Vericamos que L F 2'® = lg. NO
confundimos (! )t con !, ni (2°)- con 2. Ojo: jestas Ultimas nociones no
son absolutas!

Sobre (2): sabemos que
ZF +V =L AC;

(usando <, que bienordena a L). Tambi én,
ZF+V =L "jL(®)j=]j®;8®, ! (AC):

Esto se usar & en la prueba de GCH. Necesitaremos LS & para de-
mostrar que P(-) %2L(-*), conlo cual 2 = -*. Nunca necesitamos que

ZF " jL(®)j = j®. Cuando se disipe el humo, resultar & cierto. En efecto,
obtendremos que

Hecho 11.9. En ZF:L F ZFC, L E jL(®)] = |®).
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Por lo tanto, dentro de L, existe

f L@ " @
sobre

En V: f tambi én esta, y “f es una biyecci 6n” es absoluta.
Sobre (1): exactamente como el caso de WF, excepto

L F V = L (usa absoluticidad),
L F Compr: (usa LS &).

El resto es f acil.

Por ejemplo,

L = AF pues L 2WF.

L F Ext: pues L es transitivo.

Los otros axiomas (excepto V = L y Compr:) son faciles. Por ejemplo,
L F Partes: (no necesitamos las verdaderas P (x)); necesitamos

8x2L9y2L8z2L(z¥%x!i z2Yy):

Fije x 2 L,y sea ®=supf4z)+1jz2 P (x)\ Lg. ®existe por Reemplazo (en V).
Entonces P(x)\ L “2L(®). Sea

y=L(®) 2 L(®+1) %L:

Lo mismo para los dem as axiomas de ZF excepto Comprensi 6n. Formal-

mente, en la metateor ‘a, probamos lo siguiente para cada axioma "2 ZF n
Compr:

ZFG) >
Para8demostrar

Comprensi 6n,

ZF +V =L  GCH,

si - es fuertemente inaccesible existe ® < - tal que
R(® AR(-),yexiste ®<- talque R(® R (-)
pero R(®) 6AR-)

necesitamos argumentos de LS & .
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12. L owenheim-Skolem(s), Re exi ony L

12.1. ¢Por qu € no es trivial la prueba de L F Compr:?

Piense en el caso en que queramos separar subconjuntos de L(!):
Escoja ' . Necesitamos probar que

LFO9B8x(x2B, x2L()"" (x):

B debe ser fx 2 L(!)jL F ' (x)g: Esto parece estar en L(! +1). Pero jno
necesariamente!  En efecto, L(! +1) esta hecho de conjuntos de la forma

fx2 L(!)] H}? F' g

jno L!

No podemos de nir L(! +1) usando L f... jni siquiera sabemos qu & modela
L adn!

Laidea es que alalarga B entraen L, peronoennivel L(! +1).

Por ejemplo, si B es el <_-m'nimo subconjuntode L(!)quenoestaenL(!+!)
(contable), B es denible por laf ormula ' (x): 9y(x 2 y” y es el < -m'nimo
subconjuntode L(!)quenoestdenL(! +!).

Necesitamos el Teorema de Re exi 6n (una versi 6nde LS &):

9(®L(®) A L):

Es decir, los predicados L(® F y L E son el mismo. Con esto, B 2 L(®+1)=
D(L(®).

12.2. Algo de teor ‘ade A

Si Ay B son L-estructuras, A A B ssi A%B yparatodaf ormula ' (X1;:::;%n)
de L ytodatupla a;;:::;a, de A,

AF'[d, BF'I[4

Teorema 12.1. ("*de L owenheim-Skolem” (en realidad debido a Tarski))
8B 9A contable tal que A A B (lenguaje contable).

Por ejemplo, existe un A % R tal que hA;+;6¢-i Ah R;+;¢-i . (Claro, en este
caso, los algebraicos reales sirven.) Este ejemplo es debido a Tarski.
Usaremos 4 =2 ¢2 sabores de LST & :
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2. B puede ser un conjunto (como R(-)) o una clase propia ( L, V, etc.).

2: Version estandar o versi o6n jerarqu ‘a: R(® A R(-) (por ejemplo, si - es
fuertemente inaccesible).

En la versi 6n estandar existe un submodelo elemental contable AAR().

I1;15;¢¢¢ 2 (son de nibles)

A es un submodelo elemental contable de  R(-). Como !, !, y similares son

de nibles, deben pertenecera A:

R(-) F 9x(x es el segundo cardinal no contable ). Pero A A R(-), entonces
AF 9% (x).As’,paraalg Gn a2 A, se tiene que A F ' [a]. Pero como AAR(-),
tambi én R(-) F ' [a] (mismo a). Pero entonces a=!,.

Pero por otro lado, !, 6%A, jde modo que A debe ser intransitivo!

Enlaversi 6n jerarqu “a, tenemos de hecho R(®) AR (-). En este caso, jR (®)j =
i ® = ®no puede ser contable.

12.2.1. Tarski-Vaught
He aqu el criterio de Tarski-Vaught para AAB.
Lema 12.2. Son equivalentes:

1. AAB.

2. Para toda f 6rmula A(xl;:::;xn;y) 2 L, paratodatupla a;;:::;a, 2 A, si
existe b2 B tal que B £ A[a;H, entonces d2 A tal que B F Ala;d.

Este lema es crucial en teor ‘a de modelos y es enormemente  (til en teor “a de
conjuntos. Su importancia radica en que

(2) solo menciona B . Nunca es necesario (en (2)) saber ¢ 6mo funciona el
predicado A F. En el caso de LST &, dado un B, el lema nos permite
armar A.
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(2) es una propiedad de clausura de A en B.

DEMOSTRACION  (1)!j (2): sea' (%) = 9yA(x;y). Si existe b2 B tal que B F
Al&; 1, entonces B E ' [4], e inmediatamente A E ' [4]. Pero entonces A |
Ala;d para alg tn d2 A, y de nuevo usando (1) B E Ala;d paraalg tn d2 A.

(2)!i (1): usamos lo siguiente.

Denici 6n 12.3. SiA¥% B,y ' (Xy;:::;X,) es una formula, A A B signi ca
gue paratoda a2 A,
AF'[dE, BF'[d

Claramente, A A B ssi A A. B paratoda '. Pruebe A A. B por inducci 6n
en ' . El dnico caso no trivial es el existencial. (2) tiene todo lo necesario
para completar ese paso: si ' (X1::11:Xn) = OYAX11iiiXny), AAR B yaz2 A,
tenemos las dos direccionesde AfFE '[d, B F '[d:si AF '[d,seab2 A
tal que A E Afa; . Por la hip 6tesis de inducci 6n A Az B tenemos B F A[a;
es decir B F ' [a]. La otra direcci 6n es menos inmediata: si B F '[a], B F
9yA[a;y], es decir existe d2 B tal que B £ A[a;d. Pero por (2), existe b2 A tal
que B E Afa; 8. Ahora usamos la hip 6tesis de inducci 6n (puesto que todos
los par &metros ya est an en A), y obtenemos que A F A[a; . Pero esto es todo
lo que necesitamos para concluir que A E ' [4. O

Corolario 12.4. ( LST &, versi 6n usual) (AC) Dados B, u, !',S%B,|Sj=y4,
existe A %2 B tal que jAj= W, S ¥ A (en el caso de lenguaje contable).

DEMOSTRACI ON Dada A(xy;:::;Xns:Y) en el lenguaje, escoja (usando AC)
funciones de Skolem
fa:B"1;i B
con fx(4) igual a alg un d 2 B tal que
B F Ala;d

si existe tal d, o algun elemento arbitrario si no. Sea A igual a la clasura de
S bajo las (contables) fx. jAj= W O

12.3. Versi 0On jerarqu ‘a para conjuntos

Esta versi 6n la usamos por ejemplo para ver que si - es fuertemente inacce-
sible, existe ® <- tal que R(® AR(-), o que si - es regular, existe ® < - tal
que L(® A L(-).
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Denici 6n 125. Si - esregulary > !, una --jerarqu ‘a es una sucesi 6n
M (®)j®- -i tal que

1. ®<:-ljj M@®)j<-,
2. ®< i M(@®¥“M(),
S
3. si °>! esunordinal | ‘mite, entonces M(°) = .. M(®).

Teorema 12.6. (AC) Si->! esregulary hM(®)j® - -i es una --jerarqu a
entonces
8®<-9°2 (® - )MC)AM():

AC solo lo usamos para tener cardinalidades.
DEMOSTRACION  Necesitamos un M (°). Dado A(Xy;:::;Xns;Y), dena ® una
“funci 6n de Skolem suave” gz : M (-)"Alj - de tal manera que

Y2 _ . _ Lo .
A () = minf- <- j9d2 M()(M(-) F Ala;d)g si existe tal d
GE= 9 si no existe tal d

Sea ahora
ha(¥) = mix(£+1; sup gi(d):
aM (+)"A
Claramente + <hi(¥) <-,pues jM(¥)j<- y - esregular. Elrolde hjz estomar
una cota homog énea sobre M (%) de las funciones de Skolem suaves gx.
Finalmente, sea
k(2) = supfhz(jA es una f ormula g:

De nuevo, como el lenguaje es contabley - esregulary >! , tenemos + <
k() <-.

Lema 12.7. Si ° es ordinal | ‘'mite, y para todo * < -, k(¥) < ° tendremos
M()AMC().

DEMOSTRACI ON del lema: usamos el criterio de Tarski-Vaught. Si 9d 2
M(G)M() F Al;d), con a2 M(°), entonces a2 M(#) para algun * < °
(° I'mite). Pero entonces 9d 2 M(°)(M(-) E Ala;d) pues ° > k () ., ha(®) .

0a(8). _ _ ~ Uiema
Para terminar la demostraci 6n, je ® ytome o= ® 5.1 = K( ), Y sea
° =sup, n.Claramente,como (< 1< ,< ¢¢g¢° es|'mite. Oreorema

5iDe na, no escojal
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12.4. Versi 0On jerarqu ‘a para clases

Modi camos hasta cierto punto lo anterior.

Denici 6n 12.8. Una On-jerarqu “a es una sucesi 6n M (®)j® 2 Oni tal que
1. Todo M (®) es conjunto,
2. ®< 20nlji M(®¥»“M(),
3. si °>! esunordinall ‘mite, entonces M (°) = S®<o M (®).

En ese caso, tomamos M = S®20n M (®).

Hay algunas cosas que parecen seguir de manera “paralela”. como en el caso

de jerarqu ‘as M (%) es un conjunto, por reemplazo se tiene que hz(¥) 2 On...
ipero gx es una funci 6n de nida que usa F en general! Conceptualmente, las
cosas son las mismas en el caso clase, pero M (-) ahora es M (alguna clase,
por ejemplo V o L). Si todo sigue funcionando igual, obtenemos

9° 2 On(R(-) A V);

conlocual R(°) F ZF ... demostrado en ZF, se obtendr ‘a que ZF = Con(ZF).
De nuevo, el problema es que en ZF no tenemos de nici 6n de “V E”. En la
metateor “a usamos relativizaciones: “ L F ZF” quiere decir en realidad que
dado cualquier axioma ' 2 ZF,

ZF " '

Podemos formalizar el argumento de Reexi  6n as”:
sea una clase M, yunaf érmula '

AA M abrevia 8x1:::Xn 2 A[ a(X1:::%n), 'wm(X1:i:Xn)]:

Si 8 es una lista nitade f o6rmulas, entonces
N

A Ag M signica (AA M):
' 2§

Teorema 12.9. (Teorema de Re exi 6n de L évy) Dadas una On-jerarqu ‘a
M (®)j®2 Oni y una lista nita §,

8@9° > ® (M (°) Ag M): 3)
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En la metateor “a, estamos armando que dado cualquier 8, ZF ° (3) (para
8).

DEMOSTRACION  misma matem atica que antes. Sin p érdida de generalidad,
8 es cerrado bajo subf 6rmulas y no usa 8. Necesitamos usar el criterio de
Tarski-Vaught en versi  6n clase.

Teorema 12.10. (Tarski-Vaught para clases) Dado A ¥2 M, son equivalentes:
1. AAg M,
2. 8A(X1;:::;Xniy) 2 §88x2 A
£ » " o
9y 2 MA[x YV i9  y 2 AA[x; y]"

(1) y (2) son armaciones nitas. En realidad estamos probando que

ZF (1), (@

La demostraci 6n es como antes, por inducci  6n.

Ojo: uno podr “a en principio aceptar conceptos in nitos en la metateor ‘a,y
formular K/oglca con expresiones contables. Pero entonces se tendr ‘a jZFj >
@, yas” . ,5(A A. M) tiene sentido para § contable: A Ag M es una f 6rmula
(contable).

Aplicaci 6n 12.11. (ZF) Sea § una lista ( nita) de axiomas de  ZF, (todos sen-
tencias), 8= f' q;:::; n0. Entonces, para este §,

K
ZF "8@°>® [ RO, ']

i=1

(L{;ando M(® = R(®.) Como '; 2 ZF, ZF * 'VY. Entonces ZF ~ 8@®9° >
iz i RE) (entonces 8 es consistente a lo largo de R(°)s su cientemente

altos)

Observe que ZF 6°Con(ZF), pero 8§ 2 ZF siempre que ZF es nito. De hecho,

ZF 9T transitivo (T E 8) . Despu és, obtendremos T contable (no de la forma

R(°). Por LST & en versi 6n usual aplicado al conjunto R (°), mas el teorema

de isomor smo de Mostowski.

Aplicaci 6n 12.12. L F Compr: (as’ completamos que L F ZF).
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Formalmente, para cada instancia A de Comprensi 6n, ZF ~ A,_.

A :8€218b2L9d2L8x2L(x2d$ x2br' (x;b;9):

DEMOSTRACI ON je € b2 L. Fije ®tal que €;b2 L(®). d debe ser fx 2
b' “(x;b;9g. ¢cEstaden L?

b L(®), conlo cual d% L(®). Ahora L(®+1) = D(L(®)). jPero all” las de ni-
ciones usan L(®) E, no ()‘!

Pero ahora, je °>® talque L(°) A- L, de modoque d2 L(° +1) = D(L(°)).
As’,

d=fx2L(°)JjL(°) FE x2b"" (x;b;90:

12.5. El caso de la hip 6tesis del continuo - Mostowski
Veamos porqu € ZF +V = L~ CH. Laidea es probarque P(!')%¥%L(!,),yusar

que jL(!1)j="14,conlocual jP()j- !;.
Fijle x % !.Como V = L, x 2 L(®) para alg in ®. Por LST &, sea A A L(®)
con x 2 A, jAj=1.En general, A no es transitivo. Por Mostowski, existe un

conjunto transitivo T talque x2 Ty (T;2) ¥a(A;2). Entonces x2 TEF V =1L
(pues L(®) F V = L). Por absoluticidad, T = L(%) para alg in + Pero entonces
+ debe ser contable. x 2 L(%) %2L(! 1).

12.5.1. Colapso de Mostowski

Ya hab "amos usado algunas de las propiedades positivas de conjuntos tran-
sitivos (si T es transitivo, satisface Extensionalidad, las propiedades elemen-
tales son absolutas para T, etc.).

Pregunta 12.13. Dado un conjunto arbitrario A y una relaci 6n E sobre A,
¢existe un conjunto transitivo T tal que (AE) % (T;2)?

Son necesarias para esto (en ZF)
1. (A;E) F Extensionalidad, y

2. E es bien fundamentada sobre A,



La Independencia de la GCH 46

pues (T;2) va a satisfacer (1) y (2).
Mostowski demostr 6 que éstas son su cientes.

Denici 6n 12.14. E es extensional sobre A ssi (A;E) F Extensionalidad, es
decir,
8x;y 2 A(8z2 A(zEx $ zEy)!lj x=1Yy):

Teorema 12.15. (Teorema del isomor smo de Mostowski) Si E es exten-
sional y bien fundamentada sobre A, entonces existe un ( Gnico) conjunto tran-
sitivo T tal que (A;E) Y4 (T;2).

DEMOSTRACION  Empezamos por la unicidad:

Lema 12.16. Si T,y T, son transitivosy (Ty;2) % (T,;2) entonces T, = To y el
isomor smo es la identidad.

Por lo anterior, todo conjunto  x se puede recuperar a partir del tipo de iso-
mor smo de 2 sobre fxg[ trcl(x).

s 1;i 1 .
DEMOSTRACION  Suponga que f :Tij 'b T, es un isomor smo. Entonces
sobre

x2y, f(x)2f(y):

Veamos que f tiene que ser la identidad, con lo cual T, = T,. Fije y 2 T;.
Entonces f(y) 2 T,. Todos los elementos de f(y) estan en T, y por lo tanto
son de la forma f (x), x 2 Ty, x 2 y. Entonces,

f(y)=ff(X)jx2 T A x2yg=ff(x)jx 2 yg

pues T; es transitivo. Por 2-inducci 6n, f (y) = y, para todo . O
Ahora de na por 2-recursi 6n

f(y)=ff(X)jx2 AN x2vyg:

Esto tiene sentido si E es bien fundamentada. Sea T = im(f). Claramente,
f °°° T. Necesitamos que E sea extensional para ver que f es isomor smo.

T es transitivo:  todo elemento de T es un f(y), y todos los elementos de f (y)
son de la forma f(x) 2 T.

f esiso: YEx$ f(y) 2 f(x):!j espordenici 6n. A:como f es 1-1,si f(y)2
f (x) entonces f (y) = f (y9 para alg Gn y°2 x, pero entonces y = y°yy 2 x.
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f es 1-1: Si no, sea x; 2 A E-minimal tal que 9x,(X1 6 Xp;f(X1) = f(X2)).
Ahora, je X, tal que (por extensionalidad, dos casos):

Caso 1. 9yi(yiEXi;: y1EXy). Entonces je y;. As’, f(y1) 2 f(X2) = ff (Y)jyEXz;y 2
Ag. Fije y,Ex, tal que f(y1) = f(y2). Como : yiEX,, y1 6 VY5, yiEXy,
y1 6 Yo, f(y1) = f(y2)... contradice la E-minimalidad de  xj.

Caso 2: 9y»(y-EX»;: yoEX4). Fije y,. Entonces f(y)) 2 f(xy) = f(Xy) =

ff(Y)iYExz;y 2 Ag. File y1 2 x; tal que f(y2) = f(y1), V1Ex1, y1 6 y2,
f (y1) = f(y2). Contradice la E-minimalidad de x;.

L]
El caso m as t'pico es que E sea 2 - directamente es bien fundamentada, y
AAH() oR(® oL(®)... trivialmente extensional.
Si A es transitivo, f eslaidentidad, T = A.

Lema 12.17. Si 2 es extensional sobre A, f es el isomor smo de Mostowski,
S % A, S transitivo, entonces f ! S es la identidad.

DEMOSTRACION  f(x) = ff(y)jy 2 x"y 2 Ag, paratodo x 2 A. Para x 2 S,
y2x!i x2Sl y2A.As’, ff(y)jy 2 xg. Ahora, por 2-inducci 6n sobre S,
f(x)= x. O

Corolario 12.18. (ZFC) Dado x %2!,
(a) Existe T modelo contable transitivo, TF ZFC nP,talque x2 T.
(b) Si existe un cardinal inaccesible, entonces se puede lograr TF ZFC.

DEMOSTRACION  Sea - > ! regular (o inaccesible si los hay). x 2 H(:) E
ZFC i P.Sea A A H(-), A contable, x 2 A, ! % A.SeaS ="! [f xg % A.

A F ZFCj P,y A es la clausura de Skolem de S. Sea f : A iil‘ YT el

. sobre
isomor smo de Mostowski. Entonces TY%AAH(), entonces T ZFC i P

(oenelcaso b T ZFC). S es transitivo (pues ! loes,y x%!), de modo que
f 1Seslaidentidad,yas "f(x)=x2T.
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H()
El isomor smo
de Mostowski

En el ejemplo del dibujo anterior, f('1);f(2) 2T, luego son ordinales conta-
bles. 0
Para probar que V =L~ GCH necesitamos los lemas siguientes.

Lema 12.19. 8- regular >! |L(-)F ZFCj P+ V = L.

Lema 12.20. (Condensaci  6n) Si T es un modelo transitivode ZFCj P+V =L

entonces T = L(®) para alg un ®.

Para el Lema 12.19, tenemos L(-) F ZFC j Pgcomo para los H(-). Para

L(-) F V = L necesitamos absoluticidad. L(-)= .. L(#).As’, 8x2 L(-)9+2

L(-)(x 2 L(®) es trivial. Pero necesitamos L (H)-() = L(4).

Para el Lema 12.20, ® no necesariamente tiene por qu € ser regular; podr ‘a

ser un ordinal contable.

Teorema 12.21. V =L} GCH.

DEMOSTRACI ON je M, !'.Hay que ver que 2% = p". Veamos que P() %

L(u"). Fije x ¥2 . Hay que hallar ® < u* tal que x 2 L(®). Ahora, por V = L,

X2 L(-) paraalg un -. Spdg, - es regular.

Sea S = fxg[ W Claramente, S es transitivo de tama fio . Sea A A L(-) con

S%AyjAj= W Seaf : A ﬁlibl T, T transitivo. jTj = p. Como S es transitivo,
sobre

f 1Seslaidentidad,yas "x=f(x)2T.

TY%AAL()E ZFC i P+ V = L(Lema):

Por el lema 12.20, T = L(®) para algun ®. Pero x 2 L(®), p= |Tj = |®, Yy
as’ ®<pt. O
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13. Absoluticidad

Denici 6n 13.1. ' (%) es absoluta para M ssi 8x2 M"(" ()M $ ' (%)).

Es lo mismo que M A. V. La diferencia es que antes nos concentr ~ abamos en
un M especial ylade nici 6nerapara ' cualquiera. Ahora M sera cualquiera,
y lade nici 6n es con ' especial. Probaremos absoluticidad para ' especial.
Pre-vista: sea M un mtc (modelo transitivo contable) de ZFC. Entonces

“ordinal” es absoluto

“funci 6n” es absoluto

ONM = ON\ M = ®= m’'nimo ordinal 2 M
(»!j L(»)) es absoluto

Nociones “de segundo orden” como “cardinal” no son absolutas. I s" es ab-
soluto. Casi todo es absoluto paralos  R(-). No todo lo es tan f acilmente:
Si CG es la Conjetura de Goldbach, ¢, es

'"X)=(CGrx=11) (CGrx=3)
absoluta para mtc's de ZFC?

Denici 6n 13.2. oM)= On\ M.

Si M es transitivo, o(M) es un conjunto transitivo de ordinales, luego un
ordinal, el primero que noest aen M.

On
¢ ————— o(M)
M
oM)=0n\ M
Pronto tendremos que “ordinal” es absoluto, con lo cual oM) = OnM. La

demostraci 6n depende de varios lemas.
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13.1. Los 8 lemas

Lema 13.3. Las formulas absolutas son cerradas bajo conectivos proposi-
cionales y cuanti cadores acotados.

DEMOSTRACION  Facil. Solo es un poco interesante el caso 9, que usa seri-
amente la transitividad de M. O
As’, toda f 6rmula ¢ ( es absoluta para todo modelo transitivo M . Por ejemplo,
X %2y, ; (x), etc.

Lema 13.4. Si' y A son equivalentesen V yen M,y A es absoluta para M
entonces ' tambi én lo es.

DEMOSTRACI ON . - .
. (‘X) e&env A('X) ﬁf S: AM (’X) e&enM M (’X),

paratodo %2 M. O
Por ejemplo, “ x es ordinal”. La denici 6n ocial no es ¢4, pero Fund: °
8x(" (x) $ A(x)), con A(x) : x es transitivo y totalmente ordenado por 2. As’,
en ZF, ' resulta absoluta para todo modelo transitivo. (Veri que que A es

¢o.)

Lema 13.5. Sif estd denidausando ' (xy)y ' (V) es absoluta para My
fM esta de nida, entonces f es absoluta para M.

En la pr actica hay 2 maneras de veri car que fM esta de nida:

1. MET, T 8x9Y (xy). Porejemplo,si T=2Zji Pj Inf, para modelos
transitivos M [ T, Sing es absoluta. As *, f g es absoluta para todos los
R(°) con ° I'mite.

2. Si ' es absoluta para M y se puede vericar directamente que M es
cerrado bajo f, entonces fM™ es denida. Por ejemplo, f g es absoluta
para todos los L(°) con ° I'mite. Ojo: jrecuerde que L(°) 6§ Compr:! pero
L(°) es cerrada bajo Sing.

Ejemplo: Si M es transitivo, entonces
[
sExgfxyg hyis xix [y

son absolutas para M, siempre y cuando
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o bien M es cerrado bajo estas operaciones
obien ME Zj Pj Inf

DEMOSTRACION  Estas operaciones sonf 6rmulas equivalentes en| 6gica pu-
ra a formulas ¢ o. Por ejemplo,

[
y= Xx,8 z2x8t2x(t2y)"8t2y9z2 x(t2 z):

Observe: toda compuesta de funciones absolutas es absoluta. Por ejemplo,
hyi = ff xg; fx;ygg.
Observe: todo conjunto nito se obtiene aplicando f,gy

Lema 13.6. Si M es modelo transitivode Zj P j Inf , entonces M es cerrado
bajo todas las operaciones nit “sticas. Es decir,

1. M]® M,
2. M 1M,
3. 1 %LM.
DEMOSTRACION trivial.
Por ejemplo, son absolutas para todos los modelos transitivos de ZF i Pj Inf
1. fxgttoy,
sobre

2. X es un n umero natural,

3. X es un conjunto nito,

4. R enunarelaci 6n ac’clica sobre A,

5. x es ordinal (I ‘mite, sucesor, natural, ...).

Lema 13.7. R es bien fundamentada es absoluto para M transitivos que sat-
isfagan ZF j P.
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DEMOSTRACION  je R;A 2 M. Suponga que R esunarelaci 6n sobre A (esto
es absoluto).

(R es bfdm) ssi (R es bfdm) M.
Bfdm: 8X 2 A (X 6 ;!j X tiene un elemento R-minimal). La direcci 6n
li eslafacil: las propiedades universales relativizan hacia abajo. Si ( R no es
bfdm)M, entoncesen M hayun X 6 ; tal que X no tiene elemento R-minimal.
Lo dltimo es absoluto.
A :si (R es bfdm)M, entonces como ZF j P " implica que si R es bien funda-
mentada entonces R tiene funci 6n rango, y esto es absoluto, usando Reem-
plazo se obtiene f 2 M tal que f : Alj On, 8y 2 A8z 2 A(yRz!j f(y) <f (2)).
Usando ahora f en V se tiene que R es bien fundamentada. O
En teor "a de modelos, la buena fundamentaci 6n es Segundo Orden. Pero
como M y V comparten la relaci 6n (bien fundamentada) 2, comparten en
realidad muchas propiedades, y  algunas propiedades de segundo orden re-
sultan absolutas.

Lema 13.8. Las constantes !, HF son absolutas para M | ZF | P transitivos.

DEMOSTRACION  Empiece vericando que !'M, HFM estan de nidos. Para
I', use el axioma del In nito. Para HF , de na por inducci 6n R(n), para n<! .
Pruebe (en ZF j P) que x nito implica que  P(x) esg nito por inducci  6n en

jXj. Usando Pares y Uniones, tenemos R(!)= HF = __ R(n).
Ahoraverique que !'M =1 yHFM = HF.
Para ! : ordinal | ‘mite es absoluto. As 7,

x=1, xesordinal | ‘mite ~:9 y 2 x(y es ordinal | ‘mite ):
Esto resulta absoluto. (Ojo: jesto es sensible a la de nici onde ')

HF contiene todos los objetos nit  “sticos, n Umeros naturales, n  Umeros racionales,
formulas | o6gicas en 2, =, etc.
Usualmente las problem aticas acerca de objetos nitos se expresan usando
cuanti cadores acotados sobre HF, y por lo tanto son absolutas para esos
modelos.
Por ejemplo, UTF (el ultimo teorema de Fermat) y CG (conjetura de Gold-
bach) son absolutas.

(ceM, caG:

Tambi én son absolutas

“x es una f 6rmula con 3 variables libres”
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“X es un axioma de ZF”
“pes una pruebade 060 a partirde ZF”
“Con(ZF)”, es decir “ :9 p2 HF (p es una prueba de 060 a partirde ZF)".

Trabajando en ZF, no podemos probar Con(ZF), pero s” podemos probar que
si existe M E ZF transitivo, entonces Con(ZF) (por la validez de ), y por lo
tanto (Con(ZF))M.

Por Godel, hay un modelo A F(ZF +: Con(ZF)). Pero A = (A;E): E no puede
ser bien fundamentada (Mostowski). De hecho, la longitud de la prueba es

un entero no est andar.

De hecho, las f 6rmulas | 1 son absolutas. Por ejemplo, 8X % HF' (X) (segun-
do orden).

La raz 6n: por un teorema de Suslin-Kleene, lo anterior es equivalente a que
cierto arbol T sea bien fundamentado.

La mayor “a de la topolog “a y del an alisis son absolutos. Por ejemplo,

X
8x 2 R  a,cosfx) converge

es absoluta, pues es | 1.

Lema 13.9. Si M es un modelo transitivode ZF j P, entonces toda la sintaxis
I6gica es absoluta para M.

DEMOSTRACION  Todo esta cuanti cado sobre HF. Aln si el conjunto de
s’'mbolos 6VHF . O

Lema 13.10. [ es absoluta.

Recuerde que las variables son vg;vy;:::, es decir conjuntos de la forma
h40i; hali; . Las formulas at 6micas son de la forma h2x;yi, h=;X;yi, con X
y y variables o constantes.

“* es formula at 6mica” es absoluto pues h; i lo es. Nociones de nidas recur-
sivamente sobre esto tambi én lo son.

“* es formula” es absoluto.

Ojo: jel lema anterior vale paraf 6rmulas sobre 'acon a2 M!
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132. E,DyL

Finalmente terminamos de probar que A E ' ,D(A)yL(® son absolutas para

modelos transitivos de ZF j P.

La idea es obvia: D(A) cuanti ca sobre elementos de  A. Necesitamos algo de
recursi on.

Recuerde que usamos la siguiente de nici on de F:aumentamos L agregando
un nombre }aporcada a2 A; denimos A F ' por recursi 6n en sentencias

Tambi én tenemos que es una sentencia” es absoluto.
Similarmente, H:x; ! zi es absoluto.

Lema 13.11. Si M es un modelo transitivo de ZF j P, entonces son absolutas
para M

AE",
D(A).
Para la primera, pruebe que si ' es una sentencia en 2y = con nombres !a
con a2 A, entonces
AE M, AF"
gile A. Sea' con lam "'nima complejidad para la cual falla. Hay cuatro casos:

3 ' fitérpica
> '\Aﬁfi
TN 79 A
En el cuarto caso, tenemos
(AF )M
m
(9a2 A(A F subst(A;v;} a))M
m
9a2 A(A E subst(A;v;:} a))
m
AE"

La segunda echa vale, pues M es transitivo, subst es absoluto y
mal.

es mini-
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Para la segunda parte, usamos que [M]¥ %M,y
D(A) = fy Y% Ajy es de nible a partir de un subconjunto nito de Ag. O

Corolario 13.12.  La funci 6n L(®) es absoluta para modelos M transitivos de
ZF | P.

DEMOSTRACION  “Ordinal” es absoluto. As *, por recursi 6nen ®2 M,
(L@ = L(®):
En efecto, si ®=0,'M ="' Sivale para ®, entonces
(L@+1)M =(D(L@ON™ = D(L(®) = L(®+1);
y para ° I'mite, usando la absoluticidad de S,

[ [ [
LeEp = @)= "e@e)M = L@®=LC):

®<® ®<° ®<°

13.3. Fin de la prueba

Para demostrar que L F ZFC + GCH, recuerde que estamos probando dos
pasos:

1. (En ZF) demostrarque L E ZF +V =1L,
2. ZF+V =L AC+ GCH.

La segunda parte est a a medias: ya ten ‘amos que ZF + V = L °~ AC, pero
para GCH faltan dos lemas.

Lema 13.13. Si->! esregular,entonces L(-)E ZF i P+V =1L.

Lema 13.14. Si M estransitvoy M F ZF j P+ V = L entonces M = L(®)
para alg un ®.

En la parte (1), tenemos (como On % L),

(V=1L)"
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es decir, (8x9®2 On(x 2 L(®)))-. Por denici 6nde L, 8x 2 L9®x 2 L(®)). Por
absoluticidad de L(®) y de ordinal, obtenemos (V = L)-.

DEMOSTRACION  del lema 13.13. Lo mismo que para H(-),salvo V = Ly
Comprensi 6n.

V =L:L(:-) E 8x9®x 2 L(®) es cierto pues L(®) es absolutoy L(-)\ On= -.
As’, 8x 2 L(-)9®(x 2 L(®)) es cierto pues - es ordinal | ‘mite.

Comprensi 6n: como antes, usando el Lema de Reexi 6n para jerarqu ‘as
conjunto y que - es regular: si B 2 L(-), ay:::aqn 2 L(-), para ver que
E=fb2BjL(:)F '[b;&:::a,;B]g 2 L(-), sea ® < - tal que L(® A L(-)y
B;a;:::ay 2 L(®). Entonces E = fb2 BjL(:)F 'g2D(L(®) = L(®+1) %2L(-),
conlocual E 2 L(-). O
DEMOSTRACION  del lema 13.14. Sea ®= )= m’'nimo ordinal ZM. ®es
I’'mite pues M es cerrado bajo S. As’, L(® = | _oL(»).

Como M FV=L,si x2M existe x 2 L(») para alg in » <® (absoluticidad de
L(»),yas" M ¥ L(®).

Pero si » <®, entonces L(») =(L(»)M™ 2 M, conlocual L(») ¥%M,yas” L(® %
M. (Esto dltimo nousaque V =L valeen M). O

sea ® < - tal que L(® A L(-)y B, a;;:::;a, 2 L(®. Entonces E = fb 2
BIL®OF "9g2L(®+1) %2L(-). O

14. EIl Axioma de Martin

Durante los a fios 60, Cohen demostr 6 usando forcing Con(ZFC+ces grande).
Solovay demostr 6 usando forcing iterado Con(ZFC+ces grande + propiedades
deseables). Por ejemplo, acerca de R,

SH (Hip 6tesis de Suslin),
U1C (Unibn de < c conjuntos de primera categor “a es de primera categor ‘a),
UOM (Unib6n de < c conjuntos de medida 0 es de medida 0).

Martin  (y tambi én Silver ) probaron que se pueden amalgamar estas con-
strucciones de forcing iterado en  un solo axioma llamado MA.



