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Un ejemplo de un conjunto en P(! ) \ [L(! + 2) n L(! + 1)] :

f # ' jL(! ) j= ' g:

Todos los L(®) pueden ser bien ordenados: de�nimos un buen orden < L de
todo L.

De�nici ón 11.5. El L-rango de x, ½(x), es el m �́nimo ®tal que x 2 L(®+1) nL(®).

Observe que si ® es ordinal, ½(®) = ® = ran( ®). De�niremos < L sobre L de tal
manera que

½(x) < ½(y) ¡! x < L y: (1)

Por otro lado, para comparar x y y del mismo nivel, de�nimos

< L ¹ f xj½(x) = ®g = E(< L ¹ L(®)) ¹ f xj½(x) = ®g: (2)

La anterior es una de�nici ón recursiva de < L ¹ L(®): dado < L ¹ L(®), 1 y 2 nos
dicen c ómo calcular < L ¹ L(®+ 1) .
As�́, hemos probado lo siguiente.

Lema 11.6. < L bienordena a L (y por lo tanto a todos los L(®).

La de�nici ón de E depende de una lista de todas las f órmulas: es efectiva,
mas no natural.
Por otro lado, tenemos (no lo demostramos - la demostraci ón es muy tediosa)
tambi én la de�nibilidad del orden en el sentido siguiente.

Hecho 11.7. 1. < L ¹ L(®) 2 D (L(®)), para ® l�́mite.

2. ½¹ L(®) 2 D (L(®)).

Lema 11.8. (AC) Si ® ¸ ! entonces jL(®)j = j®j.

D EMOSTRACI ÓN Por inducci ón sobre ®. Note que como ® ½ L(®), tenemos
j®j · j L(®)j. Claramente, L(! ) = R(! ) = ! .
Caso sucesor: suponga jL(®)j = j®j. Entonces jL(®+ 1) j = jD (L(®)) j = jL(®)j =
j®+ 1j.
Caso l �́mite: si ® es l�́mite y 8± 2 [!; ® [(jL(±)j = j±j · j ®j). De modo que L(®) es
uni ón de j®j conjuntos, cada uno de tama ño · ®, con lo cual, usando AC,
jL(®)j · j ®j.
Ejercicio: haga lo mismo sin AC.
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11.3. El plan de la prueba de G ödel

El objetivo es probar que L j= ZF + AC + GCH . Lo hacemos en dos pasos:

1. L j= ZF + V = L.

2. ZF + V = L ` AC + GCH .

V = L es el axioma de constructibilidad de G ödel. Dice

8x9®(x 2 L(®)):

La sentencia “ L j= V = L” deber �́a ser trivial. Y de hecho es trivial que 8x 2
L9®(x 2 L(®)) por de�nici ón. Lo que no es trivial es que L j= V = L, es decir

8x 2 L9®(x 2 L L (®)):

LL corresponde a hacer la construcci ón de L... en L. Necesitaremos algo de
absoluticidad en la forma

LL (®) = L(®):

La idea de partir la prueba en (1) y (2) es que (2) es pura matem ática. No hay
contenido l ógico en (2). Se trabaja en ZF y se toma V = L como axioma. Se
demuestra entonces AC + GCH por razonamiento matem ático ordinario. No
hay cuestiones con modelos.
As�́ evitamos el trabajar solo en ZF . Veri�camos que L j= 2 ! ® = ! ®+1 . No
confundimos (! ®)L con ! ®, ni (2· )L con 2· . Ojo: ¡estas últimas nociones no
son absolutas!

Sobre (2): sabemos que
ZF + V = L ` AC;

(usando < L , que bienordena a L). Tambi én,

ZF + V = L ` j L(®)j = j®j; 8® ¸ ! (AC):

Esto se usar á en la prueba de GCH . Necesitaremos LS & para de-
mostrar que P(· ) ½ L(· + ), con lo cual 2· = · + . Nunca necesitamos que
ZF ` j L(®)j = j®j. Cuando se disipe el humo, resultar á cierto. En efecto,
obtendremos que

Hecho 11.9. En ZF : L j= ZFC, L j= jL(®)j = j®j.
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Por lo tanto, dentro de L, existe

f : L(®) 1¡ 1¡¡¡!
sobre

®:

En V: f tambi én est á, y “ f es una biyecci ón” es absoluta.

Sobre (1): exactamente como el caso de WF, excepto

L j= V = L (usa absoluticidad),

L j= Compr: (usa LS & ).

El resto es f ácil.

Por ejemplo,
L j= AF pues L ½ WF.
L j= Ext: pues L es transitivo.
Los otros axiomas (excepto V = L y Compr:) son f áciles. Por ejemplo,
L j= Partes: (no necesitamos las verdaderas P(x)); necesitamos

8x 2 L9y 2 L8z 2 L(z ½ x ¡! z 2 y):

Fije x 2 L, y sea ® = supf ½(z) + 1 jz 2 P (x) \ Lg. ® existe por Reemplazo (en V).
Entonces P(x) \ L ½ L(®). Sea

y = L(®) 2 L(®+ 1) ½ L:

Lo mismo para los dem ás axiomas de ZF excepto Comprensi ón. Formal-
mente, en la metateor �́a, probamos lo siguiente para cada axioma ' 2 ZF n
Compr:

ZF (¡ ) ` ' L :

Para demostrar
8
>>>><

>>>>:

Comprensi ón,
ZF + V = L ` GCH ,
si · es fuertemente inaccesible existe ® < · tal que

R(®) Á R (· ), y existe ® < · tal que R(®) ´ R (· )
pero R(®) 6Á R(· )

necesitamos argumentos de LS & .
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12. L öwenheim-Skolem(s), Re�exi ón y L

12.1. ¿Por qu é no es trivial la prueba de L j= Compr:?

Piense en el caso en que queramos separar subconjuntos de L(! ):
Escoja ' . Necesitamos probar que

L j= 9B8x(x 2 B , x 2 L(! ) ^ ' (x)) :

B debe ser f x 2 L(! )jL j= ' (x)g: Esto parece estar en L(! + 1) . Pero ¡no
necesariamente! En efecto, L(! + 1) est á hecho de conjuntos de la forma

f x 2 L(! )j L(! )
| {z }
¡no L !

j= ' (x)g:

No podemos de�nir L(! + 1) usando L j= ... ¡ni siquiera sabemos qu é modela
L aún!
La idea es que a la larga B entra en L, pero no en nivel L(! + 1) .
Por ejemplo, si B es el < L -m �́nimo subconjunto de L(! ) que no est á en L(! + ! )
(contable), B es de�nible por la f órmula ' (x) : 9y(x 2 y ^ y es el < L -m �́nimo
subconjunto de L(! ) que no est á en L(! + ! ).
Necesitamos el Teorema de Re�exi ón (una versi ón de LS & ):

9(®L(®) Á L):

Es decir, los predicados L(®) j= y L j= son el mismo. Con esto, B 2 L(®+ 1) =
D(L(®)).

12.2. Algo de teor �́a de Á

Si A y B son L-estructuras, A Á B ssi A ½ B y para toda f órmula ' (x1; : : : ; xn )
de L y toda tupla a1; : : : ; an de A,

A j= ' [~a] , B j= ' [~a]:

Teorema 12.1. (“de L öwenheim-Skolem” (en realidad debido a Tarski))
8B 9A contable tal que A Á B (lenguaje contable).

Por ejemplo, existe un A ½ R tal que hA; + ; ¢; ·i Á h R; + ; ¢; ·i . (Claro, en este
caso, los algebraicos reales sirven.) Este ejemplo es debido a Tarski.
Usaremos 4 = 2 ¢2 sabores de LST & :
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2: B puede ser un conjunto (como R(· )) o una clase propia ( L, V , etc.).

2: Versi ón est ándar o versi ón jerarqu �́a: R(®) Á R (· ) (por ejemplo, si · es
fuertemente inaccesible).

En la versi ón est ándar existe un submodelo elemental contable A Á R (· ).
·

!

! 1

! 2

R(· )

! 1; ! 2; ¢ ¢ ¢ 2A (son de�nibles)

A

A es un submodelo elemental contable de R(· ). Como ! 1, ! 2 y similares son
de�nibles, deben pertenecer a A:
R(· ) j= 9x(x es el segundo cardinal no contable ). Pero A Á R (· ), entonces
A j= 9x' (x). As�́, para alg ún a 2 A, se tiene que A j= ' [a]. Pero como A Á R (· ),
tambi én R(· ) j= ' [a] (mismo a). Pero entonces a = ! 2.
Pero por otro lado, ! 2 6½A, ¡de modo que A debe ser intransitivo!
En la versi ón jerarqu �́a, tenemos de hecho R(®) Á R (· ). En este caso, jR (®)j =
i ® = ® no puede ser contable.

12.2.1. Tarski-Vaught

He aqu �́ el criterio de Tarski-Vaught para A Á B .

Lema 12.2. Son equivalentes:

1. A Á B .

2. Para toda f órmula Ã(x1; : : : ; xn ; y) 2 L , para toda tupla a1; : : : ; an 2 A, si
existe b2 B tal que B j= Ã[~a; b], entonces d 2 A tal que B j= Ã[~a; d].

Este lema es crucial en teor �́a de modelos y es enormemente útil en teor �́a de
conjuntos. Su importancia radica en que

(2) solo menciona B j= . Nunca es necesario (en (2)) saber c ómo funciona el
predicado A j= . En el caso de LST & , dado un B , el lema nos permite
armar A.
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(2) es una propiedad de clausura de A en B.

D EMOSTRACI ÓN (1) ¡! (2): sea ' (~x) = 9yÃ(~x; y). Si existe b 2 B tal que B j=
Ã[~a; b], entonces B j= ' [~a], e inmediatamente A j= ' [~a]. Pero entonces A j=
Ã[~a; d] para alg ún d 2 A, y de nuevo usando (1) B j= Ã[~a; d] para alg ún d 2 A.
(2) ¡! (1): usamos lo siguiente.

De�nici ón 12.3. Si A ½ B , y ' (x1; : : : ; xn ) es una f órmula, A Á ' B signi�ca
que para toda ~a 2 A,

A j= ' [~a] , B j= ' [~a]:

Claramente, A Á B ssi A Á ' B para toda ' . Pruebe A Á ' B por inducci ón
en ' . El único caso no trivial es el existencial. (2) tiene todo lo necesario
para completar ese paso: si ' (x1; : : : ; xn ) = 9yÃ(x1; : : : ; xn ; y), A ÁÃ B y ~a 2 A,
tenemos las dos direcciones de A j= ' [~a] , B j= ' [~a]: si A j= ' [~a], sea b 2 A
tal que A j= Ã[~a; b]. Por la hip ótesis de inducci ón A ÁÃ B tenemos B j= Ã[~a; b]
es decir B j= ' [a]. La otra direcci ón es menos inmediata: si B j= ' [a], B j=
9yÃ[a; y], es decir existe d 2 B tal que B j= Ã[~a; d]. Pero por (2), existe b 2 A tal
que B j= Ã[~a; b]. Ahora usamos la hip ótesis de inducci ón (puesto que todos
los par ámetros ya est án en A), y obtenemos que A j= Ã[~a; b]. Pero esto es todo
lo que necesitamos para concluir que A j= ' [~a].

Corolario 12.4. ( LST & , versi ón usual) (AC) Dados B , µ ¸ ! , S ½ B, jSj = µ,
existe A ½ B tal que jAj = µ, S ½ A (en el caso de lenguaje contable).

D EMOSTRACI ÓN Dada Ã(x1; : : : ; xnÃ ; y) en el lenguaje, escoja (usando AC)
funciones de Skolem

f Ã : B nÃ ¡! B

con f Ã(~a) igual a alg ún d 2 B tal que

B j= Ã[~a; d]

si existe tal d, o alg ún elemento arbitrario si no. Sea A igual a la clasura de
S bajo las (contables) f Ã . jAj = µ.

12.3. Versi ón jerarqu �́a para conjuntos

Esta versi ón la usamos por ejemplo para ver que si · es fuertemente inacce-
sible, existe ® < · tal que R(®) Á R (· ), o que si · es regular, existe ® < · tal
que L(®) Á L(· ).
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De�nici ón 12.5. Si · es regular y > ! , una · -jerarqu �́a es una sucesi ón
hM (®)j® · · i tal que

1. ® < · ¡! j M (®)j < · ,

2. ® < ¯ ¡! M (®) ½ M (¯ ),

3. si ° > ! es un ordinal l �́mite, entonces M (° ) =
S

®<° M (®).

Teorema 12.6. (AC) Si · > ! es regular y hM (®)j® · · i es una · -jerarqu �́a
entonces

8® < · 9° 2 (®; · )(M (° ) Á M (· )) :

AC solo lo usamos para tener cardinalidades.
D EMOSTRACI ÓN Necesitamos un M (° ). Dado Ã(x1; : : : ; xnÃ ; y), de�na 5 una
“funci ón de Skolem suave” gÃ : M (· )nÃ ¡! · de tal manera que

gÃ(~a) =
½

m¶³nf ¯ < · j9d 2 M (¯ )(M (· ) j= Ã[~a; d])g si existe tal d
0 si no existe tal d

Sea ahora
hÃ(±) = m¶ax( ±+ 1; sup

~a2 M (±)n Ã

gÃ(~a)):

Claramente ± < hÃ(±) < · , pues jM (±)j < · y · es regular. El rol de hÃ es tomar
una cota homog énea sobre M (±) de las funciones de Skolem suaves gÃ .
Finalmente, sea

k(±) = supf hÃ(±)jÃ es una f órmula g:

De nuevo, como el lenguaje es contable y · es regular y > ! , tenemos ± <
k(±) < · .

Lema 12.7. Si ° es ordinal l �́mite, y para todo ± < · , k(±) < ° tendremos
M (° ) Á M (· ).

D EMOSTRACI ÓN del lema: usamos el criterio de Tarski-Vaught. Si 9d 2
M (· )(M (· ) j= Ã[~a; d]), con ~a 2 M (° ), entonces ~a 2 M (±) para alg ún ± < °
(° l �́mite). Pero entonces 9d 2 M (° )(M (· ) j= Ã[~a; d]) pues ° > k (±) ¸ hÃ(±) ¸
gÃ(~a). Lema
Para terminar la demostraci ón, �je ®, y tome ¯ 0 = ®, ¯ n+1 = k(¯ n ), y sea
° = supn ¯ n . Claramente, como ¯ 0 < ¯ 1 < ¯ 2 < ¢ ¢ ¢, ° es l�́mite. Teorema

5¡De�na, no escoja!
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12.4. Versi ón jerarqu �́a para clases

Modi�camos hasta cierto punto lo anterior.

De�nici ón 12.8. Una On-jerarqu �́a es una sucesi ón hM (®)j® 2 Oni tal que

1. Todo M (®) es conjunto,

2. ® < ¯ 2 On ¡! M (®) ½ M (¯ ),

3. si ° > ! es un ordinal l �́mite, entonces M (° ) =
S

®<° M (®).

En ese caso, tomamos M =
S

®2 On M (®).

Hay algunas cosas que parecen seguir de manera “paralela”: como en el caso
de jerarqu �́as M (±) es un conjunto, por reemplazo se tiene que hÃ(±) 2 On...
¡pero gÃ es una funci ón de�nida que usa j= en general! Conceptualmente, las
cosas son las mismas en el caso clase, pero M (· ) ahora es M (alguna clase,
por ejemplo V o L). Si todo sigue funcionando igual, obtenemos

9° 2 On(R(· ) Á V);

con lo cual R(° ) j= ZF ... demostrado en ZF , se obtendr �́a que ZF ` Con(ZF ).
De nuevo, el problema es que en ZF no tenemos de�nici ón de “ V j= ”. En la
metateor �́a usamos relativizaciones: “ L j= ZF ” quiere decir en realidad que
dado cualquier axioma ' 2 ZF ,

ZF ` ' L :

Podemos formalizar el argumento de Re�exi ón as �́:
sea una clase M , y una f órmula ' .

A Á ' M abrevia 8x1 : : : xn 2 A [' A (x1 : : : xn ) , ' M (x1 : : : xn )] :

Si § es una lista �nita de f órmulas, entonces

A Á§ M signi�ca
^

' 2 §

(A Á ' M ):

Teorema 12.9. (Teorema de Re�exi ón de L évy) Dadas una On-jerarqu �́a
hM (®)j® 2 Oni y una lista �nita § ,

8®9° > ® (M (° ) Á § M ): (3)
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En la metateor �́a, estamos a�rmando que dado cualquier § , ZF ` (3) (para
§ ).
D EMOSTRACI ÓN misma matem ática que antes. Sin p érdida de generalidad,
§ es cerrado bajo subf órmulas y no usa 8. Necesitamos usar el criterio de
Tarski-Vaught en versi ón clase.

Teorema 12.10. (Tarski-Vaught para clases) Dado A ½ M , son equivalentes:

1. A Á § M ,

2. 8Ã(x1; : : : ; xn ; y) 2 § 8~x 2 A
£
9y 2 MÃ[~x; y]M ¡! 9 y 2 AÃ[~x; y]M

¤
:

(1) y (2) son a�rmaciones �nitas. En realidad estamos probando que

ZF ` (1) , (2):

La demostraci ón es como antes, por inducci ón.
Ojo: uno podr �́a en principio aceptar conceptos in�nitos en la metateor �́a, y
formular l ógica con expresiones contables. Pero entonces se tendr �́a jZF j >
@0, y as �́

V
' 2 § (A Á ' M ) tiene sentido para § contable: A Á § M es una f órmula

(contable).

Aplicaci ón 12.11. (ZF) Sea § una lista (�nita) de axiomas de ZF , (todos sen-
tencias), § = f ' 1; : : : ; ' ng. Entonces, para este § ,

ZF ` 8 ®9° > ®
k̂

i =1

[' R (° )
i , ' i ]

(Usando M (®) = R(®).) Como ' i 2 ZF , ZF ` ' V
i . Entonces ZF ` 8 ®9° >

®
V k

i=1 ' R (° )
i (entonces § es consistente a lo largo de R(° )s su�cientemente

altos).
Observe que ZF 6`Con(ZF ), pero § ½ ZF siempre que ZF es �nito. De hecho,
ZF ` 9 T transitivo (T j= §) . Despu és, obtendremos T contable (no de la forma
R(° ). Por LST & en versi ón usual aplicado al conjunto R(° ), m ás el teorema
de isomor�smo de Mostowski.

Aplicaci ón 12.12. L j= Compr: (as�́ completamos que L j= ZF ).
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Formalmente, para cada instancia Â de Comprensi ón, ZF ` ÂL .

ÂL : 8~c2 L8b2 L9d 2 L8x 2 L (x 2 d $ x 2 b^ ' L (x; b;~c)) :

D EMOSTRACI ÓN �je ~c; b 2 L. Fije ® tal que ~c; b 2 L(®). d debe ser f x 2
bj' L (x; b;~c)g. ¿Est á d en L?
b ½ L(®), con lo cual d ½ L(®). Ahora L(®+ 1) = D(L(®)). ¡Pero all �́ las de�ni-
ciones usan L(®) j= , no ( )L !
Pero ahora, �je ° > ® tal que L(° ) Á ' L, de modo que d 2 L(° + 1) = D(L(° )) .
As�́,

d = f x 2 L(° )jL(° ) j= x 2 b^ ' (x; b;~c)g:

12.5. El caso de la hip ótesis del continuo - Mostowski

Veamos por qu é ZF + V = L ` CH . La idea es probar que P(! ) ½ L(! 1), y usar
que jL(! 1)j = ! 1, con lo cual jP (! )j · ! 1.
Fije x ½ ! . Como V = L, x 2 L(®) para alg ún ®. Por LST & , sea A Á L(®)
con x 2 A, jAj = ! . En general, A no es transitivo. Por Mostowski, existe un
conjunto transitivo T tal que x 2 T y (T;2) ¼ (A; 2). Entonces x 2 T j= V = L
(pues L(®) j= V = L). Por absoluticidad, T = L(±) para alg ún ±. Pero entonces
± debe ser contable. x 2 L(±) ½ L(! 1).

12.5.1. Colapso de Mostowski

Ya hab �́amos usado algunas de las propiedades positivas de conjuntos tran-
sitivos (si T es transitivo, satisface Extensionalidad, las propiedades elemen-
tales son absolutas para T, etc.).

Pregunta 12.13. Dado un conjunto arbitrario A y una relaci ón E sobre A,
¿existe un conjunto transitivo T tal que (A; E ) ¼ (T;2)?

Son necesarias para esto (en ZF )

1. (A; E ) j= Extensionalidad, y

2. E es bien fundamentada sobre A,
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pues (T;2) va a satisfacer (1) y (2).
Mostowski demostr ó que éstas son su�cientes.

De�nici ón 12.14. E es extensional sobre A ssi (A; E ) j= Extensionalidad, es
decir,

8x; y 2 A(8z 2 A(zEx $ zEy) ¡! x = y):

Teorema 12.15. (Teorema del isomor�smo de Mostowski) Si E es exten-
sional y bien fundamentada sobre A, entonces existe un ( único) conjunto tran-
sitivo T tal que (A; E ) ¼ (T;2).

D EMOSTRACI ÓN Empezamos por la unicidad:

Lema 12.16. Si T1 y T2 son transitivos y (T1; 2) ¼ (T2; 2) entonces T1 = T2 y el
isomor�smo es la identidad.

Por lo anterior, todo conjunto x se puede recuperar a partir del tipo de iso-
mor�smo de 2 sobre f xg [ trcl( x).
D EMOSTRACI ÓN Suponga que f : T1

1¡ 1¡¡¡!
sobre

T2 es un isomor�smo. Entonces

x 2 y , f (x) 2 f (y):

Veamos que f tiene que ser la identidad, con lo cual T1 = T2. Fije y 2 T1.
Entonces f (y) 2 T2. Todos los elementos de f (y) están en T2 y por lo tanto
son de la forma f (x), x 2 T1, x 2 y. Entonces,

f (y) = f f (x)jx 2 T1 ^ x 2 yg = f f (x)jx 2 yg

pues T1 es transitivo. Por 2-inducci ón, f (y) = y, para todo y.
Ahora de�na por 2-recursi ón

f (y) = f f (x)jx 2 A ^ x 2 yg:

Esto tiene sentido si E es bien fundamentada. Sea T = im( f ). Claramente,

f sobre¡¡¡! T. Necesitamos que E sea extensional para ver que f es isomor�smo.

T es transitivo: todo elemento de T es un f (y), y todos los elementos de f (y)
son de la forma f (x) 2 T.

f es iso: yEx $ f (y) 2 f (x): ¡! es por de�nici ón. Ã : como f es 1-1, si f (y) 2
f (x) entonces f (y) = f (y0) para alg ún y0 2 x, pero entonces y = y0 y y 2 x.
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f es 1-1: Si no, sea x1 2 A E -minimal tal que 9x2(x1 6= x2; f (x1) = f (x2)) .
Ahora, �je x2 tal que (por extensionalidad, dos casos):

Caso 1: 9y1(y1Ex 1; : y1Ex 2). Entonces �je y1. As�́, f (y1) 2 f (x2) = f f (y)jyEx2; y 2
Ag. Fije y2Ex 2 tal que f (y1) = f (y2). Como : y1Ex 2, y1 6= y2, y1Ex 1,
y1 6= y2, f (y1) = f (y2)... contradice la E-minimalidad de x1.

Caso 2: 9y2(y2Ex 2; : y2Ex 1). Fije y2. Entonces f (y1) 2 f (x2) = f (x1) =
f f (y)jyEx2; y 2 Ag. Fije y1 2 x1 tal que f (y2) = f (y1), y1Ex 1, y1 6= y2,
f (y1) = f (y2). Contradice la E-minimalidad de x1.

El caso m ás t �́pico es que E sea 2 - directamente es bien fundamentada, y
A Á H (· ) o R(®) o L(®)... trivialmente extensional.
Si A es transitivo, f es la identidad, T = A.

Lema 12.17. Si 2 es extensional sobre A, f es el isomor�smo de Mostowski,
S ½ A, S transitivo, entonces f ¹ S es la identidad.

D EMOSTRACI ÓN f (x) = f f (y)jy 2 x ^ y 2 Ag, para todo x 2 A. Para x 2 S,
y 2 x ¡! x 2 S ¡! y 2 A. As�́, f f (y)jy 2 xg. Ahora, por 2-inducci ón sobre S,
f (x) = x.

Corolario 12.18. (ZFC) Dado x ½ ! ,

(a) Existe T modelo contable transitivo, T j= ZFC n P, tal que x 2 T.

(b) Si existe un cardinal inaccesible, entonces se puede lograr T j= ZFC.

D EMOSTRACI ÓN Sea · > ! regular (o inaccesible si los hay). x 2 H (· ) j=
ZFC ¡ P. Sea A Á H (· ), A contable, x 2 A, ! ½ A. Sea S = ! [ f xg ½ A.
A j= ZFC ¡ P, y A es la clausura de Skolem de S. Sea f : A 1¡ 1¡¡¡!

sobre
T el

isomor�smo de Mostowski. Entonces T ¼ A Á H (· ), entonces T j= ZFC ¡ P
(o en el caso b, T j= ZFC). S es transitivo (pues ! lo es, y x ½ ! ), de modo que
f ¹ S es la identidad, y as �́ f (x) = x 2 T.
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! !

x
x (! 1)T

! 1

·
H (· )

A

T

El isomor�smo

de Mostowski

En el ejemplo del dibujo anterior, f (! 1); f (! 2) 2 T, luego son ordinales conta-
bles.
Para probar que V = L ` GCH necesitamos los lemas siguientes.

Lema 12.19. 8· regular > ! , L(· ) j= ZFC ¡ P + V = L.

Lema 12.20. (Condensaci ón) Si T es un modelo transitivo de ZFC ¡ P + V = L
entonces T = L(®) para alg ún ®.

Para el Lema 12.19, tenemos L(· ) j= ZFC ¡ P como para los H (· ). Para
L(· ) j= V = L necesitamos absoluticidad. L(· ) =

S
±<· L(±). As�́, 8x 2 L(· )9± 2

L(· )(x 2 L(±)) es trivial. Pero necesitamos L(±)L (· ) = L(±).
Para el Lema 12.20, ® no necesariamente tiene por qu é ser regular; podr �́a
ser un ordinal contable.

Teorema 12.21. V = L ¡! GCH .

D EMOSTRACI ÓN �je µ ¸ ! . Hay que ver que 2µ = µ+ . Veamos que P(µ) ½
L(µ+ ). Fije x ½ µ. Hay que hallar ® < µ+ tal que x 2 L(®). Ahora, por V = L,
x 2 L(· ) para alg ún · . Spdg, · es regular.
Sea S = f xg [ µ. Claramente, S es transitivo de tama ño µ. Sea A Á L(· ) con
S ½ A y jAj = µ. Sea f : A 1¡ 1¡¡¡!

sobre
T, T transitivo. jTj = µ. Como S es transitivo,

f ¹ S es la identidad, y as �́ x = f (x) 2 T.

T ¼ A Á L(· ) j= ZFC ¡ P + V = L(Lema):

Por el lema 12.20, T = L(®) para alg ún ®. Pero x 2 L(®), µ = jTj = j®j, y
as�́ ® < µ+ .
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13. Absoluticidad

De�nici ón 13.1. ' (~x) es absoluta para M ssi 8~x 2 M n (' (~x)M $ ' (~x)).

Es lo mismo que M Á ' V. La diferencia es que antes nos concentr ábamos en
un M especial y la de�nici ón era para ' cualquiera. Ahora M será cualquiera,
y la de�nici ón es con ' especial. Probaremos absoluticidad para ' especial.
Pre-vista: sea M un mtc (modelo transitivo contable) de ZFC. Entonces

“ordinal” es absoluto

“funci ón” es absoluto

ON M = ON \ M = ® = m�́nimo ordinal =2 M

(» ¡! L(»)) es absoluto

Nociones “de segundo orden” como “cardinal” no son absolutas. ! s�́ es ab-
soluto. Casi todo es absoluto para los R(· ). No todo lo es tan f ácilmente:
Si CG es la Conjetura de Goldbach, ¿ es

' (x) = ( CG ^ x = ! 1) _ (: CG ^ x = ; )

absoluta para mtc's de ZFC?

De�nici ón 13.2. o(M ) = On \ M .

Si M es transitivo, o(M ) es un conjunto transitivo de ordinales, luego un
ordinal, el primero que no est á en M .

M

On

o(M ) = On \ M

o(M )

Pronto tendremos que “ordinal” es absoluto, con lo cual o(M ) = OnM . La
demostraci ón depende de varios lemas.
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13.1. Los 8 lemas

Lema 13.3. Las f órmulas absolutas son cerradas bajo conectivos proposi-
cionales y cuanti�cadores acotados.

D EMOSTRACI ÓN Fácil. Solo es un poco interesante el caso 9, que usa seri-
amente la transitividad de M .
As�́, toda f órmula ¢ 0 es absoluta para todo modelo transitivo M . Por ejemplo,
x ½ y, ; (x), etc.

Lema 13.4. Si ' y Ã son equivalentes en V y en M , y Ã es absoluta para M
entonces ' tambi én lo es.

D EMOSTRACI ÓN

' (~x)
eq:enV
Ã! Ã(~x)

Ãabs:
Ã! ÃM (~x)

eq:enM
Ã! ' M (~x);

para todo ~x 2 M .
Por ejemplo, “ x es ordinal”. La de�nici ón o�cial no es ¢ 0, pero Fund: `
8x(' (x) $ Ã(x)), con Ã(x) : x es transitivo y totalmente ordenado por 2. As �́,
en ZF , ' resulta absoluta para todo modelo transitivo. (Veri�que que Ã es
¢ 0.)

Lema 13.5. Si f está de�nida usando ' (~x; y) y ' (~x; y) es absoluta para M y
f M está de�nida, entonces f es absoluta para M .

En la pr áctica hay 2 maneras de veri�car que f M está de�nida:

1. M j= T, T ` 8 ~x9!y' (~x; y). Por ejemplo, si T = Z ¡ P ¡ Inf , para modelos
transitivos M j= T, Sing es absoluta. As �́, f g es absoluta para todos los
R(° ) con ° l �́mite.

2. Si ' es absoluta para M y se puede veri�car directamente que M es
cerrado bajo f , entonces f M es de�nida. Por ejemplo, f g es absoluta
para todos los L(° ) con ° l �́mite. Ojo: ¡recuerde que L(° ) 6j= Compr:! pero
L(° ) es cerrada bajo Sing.

Ejemplo: Si M es transitivo, entonces

; ; f xg; f x; yg; hx; yi ;
[

x; x [ y

son absolutas para M , siempre y cuando
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o bien M es cerrado bajo estas operaciones

o bien M j= Z ¡ P ¡ Inf

D EMOSTRACI ÓN Estas operaciones son f órmulas equivalentes en l ógica pu-
ra a f órmulas ¢ 0. Por ejemplo,

y =
[

x , 8 z 2 x8t 2 x(t 2 y) ^ 8 t 2 y9z 2 x(t 2 z):

Observe: toda compuesta de funciones absolutas es absoluta. Por ejemplo,
hx; yi = ff xg; f x; ygg.
Observe: todo conjunto �nito se obtiene aplicando f , g y

S
.

Lema 13.6. Si M es modelo transitivo de Z ¡ P ¡ Inf , entonces M es cerrado
bajo todas las operaciones �nit �́sticas. Es decir,

1. [M ]<! ½ M ,

2. M <! ½ M ,

3. ! ½ M .

D EMOSTRACI ÓN trivial.
Por ejemplo, son absolutas para todos los modelos transitivos de ZF ¡ P ¡ Inf

1. f : x 1¡ 1¡¡¡!
sobre

y,

2. x es un n úmero natural,

3. x es un conjunto �nito,

4. R en una relaci ón ac �́clica sobre A,

5. x es ordinal (l �́mite, sucesor, natural, ...).

Lema 13.7. R es bien fundamentada es absoluto para M transitivos que sat-
isfagan ZF ¡ P.
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D EMOSTRACI ÓN �je R; A 2 M . Suponga que R es una relaci ón sobre A (esto
es absoluto).

(R es bfdm) ssi ( R es bfdm) M .
Bfdm: 8X ½ A (X 6= ; ¡! X tiene un elemento R-minimal). La direcci ón
¡! es la f ácil: las propiedades universales relativizan hacia abajo. Si ( R no es
bfdm) M , entonces en M hay un X 6= ; tal que X no tiene elemento R-minimal.
Lo último es absoluto.
Ã : si (R es bfdm) M , entonces como ZF ¡ P ` implica que si R es bien funda-
mentada entonces R tiene funci ón rango, y esto es absoluto, usando Reem-
plazo se obtiene f 2 M tal que f : A ¡! On, 8y 2 A8z 2 A(yRz ¡! f (y) < f (z)).
Usando ahora f en V se tiene que R es bien fundamentada.
En teor �́a de modelos, la buena fundamentaci ón es Segundo Orden. Pero
como M y V comparten la relaci ón (bien fundamentada) 2, comparten en
realidad muchas propiedades, y algunas propiedades de segundo orden re-
sultan absolutas.

Lema 13.8. Las constantes ! , HF son absolutas para M j= ZF ¡ P transitivos.

D EMOSTRACI ÓN Empiece veri�cando que ! M , HF M están de�nidos. Para
! , use el axioma del In�nito. Para HF , de�na por inducci ón R(n), para n < ! .
Pruebe (en ZF ¡ P) que x �nito implica que P(x) es �nito por inducci ón en
jxj. Usando Pares y Uniones, tenemos R(! ) = HF =

S
n<! R(n).

Ahora veri�que que ! M = ! y HF M = HF .
Para ! : ordinal l �́mite es absoluto. As �́,

x = ! , x es ordinal l �́mite ^ :9 y 2 x(y es ordinal l �́mite ):

Esto resulta absoluto. (Ojo: ¡esto es sensible a la de�nici ón de ! !)
HF contiene todos los objetos �nit �́sticos, n úmeros naturales, n úmeros racionales,
fórmulas l ógicas en 2, = , etc.
Usualmente las problem áticas acerca de objetos �nitos se expresan usando
cuanti�cadores acotados sobre HF , y por lo tanto son absolutas para esos
modelos.
Por ejemplo, UTF (el último teorema de Fermat) y CG (conjetura de Gold-
bach) son absolutas.

(CG)M , CG:

Tambi én son absolutas

“x es una f órmula con 3 variables libres”



La Independencia de la GCH 53

“x es un axioma de ZF ”

“p es una prueba de 0 6= 0 a partir de ZF ”

“Con(ZF )”, es decir “ :9 p 2 HF (p es una prueba de 0 6= 0 a partir de ZF )”.

Trabajando en ZF , no podemos probar Con(ZF ), pero s �́ podemos probar que
si existe M j= ZF transitivo, entonces Con(ZF ) (por la validez de ` ), y por lo
tanto (Con(ZF ))M .
Por Gödel, hay un modelo A j= ( ZF + : Con(ZF )). Pero A = ( A; E ): E no puede
ser bien fundamentada (Mostowski). De hecho, la longitud de la prueba es
un entero no est ándar.
De hecho, las f órmulas ¦ 1

1 son absolutas. Por ejemplo, 8X ½ HF ' (X ) (segun-
do orden).
La raz ón: por un teorema de Suslin-Kleene, lo anterior es equivalente a que
cierto árbol T sea bien fundamentado.
La mayor �́a de la topolog �́a y del an álisis son absolutos. Por ejemplo,

8x 2 R
X

an cos(nx) converge

es absoluta, pues es ¦ 1
1.

Lema 13.9. Si M es un modelo transitivo de ZF ¡ P, entonces toda la sintaxis
lógica es absoluta para M .

D EMOSTRACI ÓN Todo est á cuanti�cado sobre HF . Aún si el conjunto de
s�́mbolos 6½HF .

Lema 13.10. j= es absoluta.

Recuerde que las variables son v0; v1; : : : , es decir conjuntos de la forma
h¾;0i ; h¾;1i ; : : : . Las f órmulas at ómicas son de la forma h2 x; yi , h= ; x; yi , con x
y y variables o constantes.
“' es fórmula at ómica” es absoluto pues h ; i lo es. Nociones de�nidas recur-
sivamente sobre esto tambi én lo son.
“' es fórmula” es absoluto.
Ojo: ¡el lema anterior vale para f órmulas sobre } a con a 2 M !
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13.2. j= , D y L

Finalmente terminamos de probar que A j= ' , D(A) y L(®) son absolutas para
modelos transitivos de ZF ¡ P.
La idea es obvia: D(A) cuanti�ca sobre elementos de A. Necesitamos algo de
recursi ón.
Recuerde que usamos la siguiente de�nici ón de j= : aumentamos L agregando
un nombre } a por cada a 2 A; de�nimos A j= ' por recursi ón en sentencias
' .
Tambi én tenemos que “ ' es una sentencia” es absoluto.
Similarmente, h'; x; } zi es absoluto.

Lema 13.11. Si M es un modelo transitivo de ZF ¡ P, entonces son absolutas
para M

A j= ' ,

D(A).

Para la primera, pruebe que si ' es una sentencia en 2 y = con nombres } a
con a 2 A, entonces

(A j= ' )M , A j= ':

Fije A. Sea ' con la m �́nima complejidad para la cual falla. Hay cuatro casos:8
>><

>>:

' at ómica
' ´ : Ã
' ´

W
Ã

' ´ 9 vi Ã
En el cuarto caso, tenemos

(A j= ' )M

m

(9a 2 A(A j= subst(Ã; vi ; } a))) M

m

9a 2 A(A j= subst(Ã; vi ; } a))

m

A j= ':

La segunda �echa vale, pues M es transitivo, subst es absoluto y ' es mini-
mal.
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Para la segunda parte, usamos que [M ]<! ½ M , y
D(A) = f y ½ Ajy es de�nible a partir de un subconjunto �nito de Ag.

Corolario 13.12. La funci ón L(®) es absoluta para modelos M transitivos de
ZF ¡ P.

D EMOSTRACI ÓN “Ordinal” es absoluto. As �́, por recursi ón en ® 2 M ,

(L(®))M = L(®):

En efecto, si ® = 0, ' M = ' . Si vale para ®, entonces

(L(®+ 1)) M = ( D(L(®))) M = D(L(®)) = L(®+ 1) ;

y para ° l �́mite, usando la absoluticidad de
S

,

(L(° ))M = (
[

®<°

L(®))M =
[

®<°

M (L(®))M =
[

®<°

L(®) = L(° ):

13.3. Fin de la prueba

Para demostrar que L j= ZFC + GCH , recuerde que estamos probando dos
pasos:

1. (En ZF ) demostrar que L j= ZF + V = L,

2. ZF + V = L ` AC + GCH .

La segunda parte est á a medias: ya ten �́amos que ZF + V = L ` AC, pero
para GCH faltan dos lemas.

Lema 13.13. Si · > ! es regular, entonces L(· ) j= ZF ¡ P + V = L.

Lema 13.14. Si M es transitivo y M j= ZF ¡ P + V = L entonces M = L(®)
para alg ún ®.

En la parte (1), tenemos (como On ½ L),

(V = L)L ;
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es decir, (8x9® 2 On(x 2 L(®))) L . Por de�nici ón de L, 8x 2 L9®(x 2 L(®)). Por
absoluticidad de L(®) y de ordinal, obtenemos (V = L)L .
D EMOSTRACI ÓN del lema 13.13. Lo mismo que para H (· ), salvo V = L y
Comprensi ón.
V = L: L(· ) j= 8x9®(x 2 L(®)) es cierto pues L(®) es absoluto y L(· ) \ On = · .
As�́, 8x 2 L(· )9®(x 2 L(®)) es cierto pues · es ordinal l �́mite.
Comprensi ón: como antes, usando el Lema de Re�exi ón para jerarqu �́as
conjunto y que · es regular: si B 2 L(· ), a1 : : : an 2 L(· ), para ver que
E = f b 2 B jL(· ) j= ' [b; a1 : : : an ; B ]g 2 L(· ), sea ® < · tal que L(®) Á L(· ) y
B; a1 : : : an 2 L(®). Entonces E = f b 2 B jL(· ) j= ' g 2 D(L(®)) = L(®+ 1) ½ L(· ),
con lo cual E 2 L(· ).
D EMOSTRACI ÓN del lema 13.14. Sea ® = o(M ) = m�́nimo ordinal =2 M . ® es
l �́mite pues M es cerrado bajo S. As�́, L(®) =

S
»<® L(»).

Como M j= V = L, si x 2 M existe x 2 L(») para alg ún » < ® (absoluticidad de
L(»)), y as �́ M ½ L(®).
Pero si » < ®, entonces L(») = ( L(»))M 2 M , con lo cual L(») ½ M , y as �́ L(®) ½
M . (Esto último no usa que V = L vale en M ).
Para ver que L(· ) j= Compr:, �je B 2 L(· ), a1; : : : ; an 2 L(· ), ' . Veamos que

E = f b2 B jL(· ) j= ' [b; a1 : : : an ; B ]g 2 L(· );

sea ® < · tal que L(®) Á L(· ) y B , a1; : : : ; an 2 L(®). Entonces E = f b 2
B jL(®) j= ' g 2 L(®+ 1) ½ L(· ).

14. El Axioma de Martin

Durante los a ños 60, Cohen demostr ó usando forcing Con(ZFC+ c es grande ).
Solovay demostr ó usando forcing iterado Con(ZFC+ c es grande + propiedades
deseables ). Por ejemplo, acerca de R,

SH (Hip ótesis de Suslin),

U1C (Uni ón de < c conjuntos de primera categor �́a es de primera categor �́a),

U0M (Uni ón de < c conjuntos de medida 0 es de medida 0).

Martin (y tambi én Silver ) probaron que se pueden amalgamar estas con-
strucciones de forcing iterado en un solo axioma llamado MA .


