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Fecha ĺımite: Martes 2 de mayo

Trabaje enZF , excepto donde diga que puede usarAC.

1. (Kunen) SeanM0 = On y Mn+1 = P(Mn). SeaM =
⋃

n∈ω Mn. Demuestre que
esta definicíon tiene sentido, a pesar de que losMn sean clases propias. Demuestre que
M es un modelo transitivo de Z + “todo buen orden es isomorfo a unordinal de von
Neumann”, y que alguna instancia de Reemplazo falla enM .

2. Demuestre (sin usarAC) queω2 no es uníon enumerable de conjuntos enumerables.

3. (AC) Suponga queVγ |= ZFC. Demuestre queγ = iγ y queγ es elγ-ésimo cardinal
con esa propiedad.
Pista: demuestre por inducción sobreβ < γ queiβ < γ (¡esto implica queiγ ≤ γ!).
En el caso sucesor, use queVγ satisface Partes. En el caso lı́mite, use queVγ satisface
Reemplazo, ḿas laabsoluticidad dei (no tiene que demostrar estáultima ). Para ver
queγ es elγ-ésimo punto fijo, basta observar que comoVγ |= ZFC, enVγ los puntos
fijos dei son no acotados (ḿas absoluticidad dei, que puede usar libremente).

4. (AC) Suponga queVα ≺ Vβ, α es regular yα < β. Demuestre queα es fuertemente
inaccesible, y que es elα-ésimo fuertemente inaccesible.
Pista: α es cardinal regular; falta ver que es lı́mite fuerte. Si existeγ < α con
α ≤ 2γ, entonces seaW un buen orden de unsubconjunto deP(γ) de tipo de orden
exactamenteα. Entonces

Vβ |= “t.o.(W ) existe′′

pero
Vα |= “¬t.o.(W ) existe′′

Para ver queα es elα-ésimo f. inacc., observe que enVβ vale que existe un f. inacc.
(α), luego enVα vale que existe un f. inacc. ... y use que siγ < α es f. inacc., enVβ

vale que existe un f. inacc. mayor queγ.

5. ¿Pueden existir modelos transitivosV y W tales queV ⊂ W , P(ω)∩ V = P(ω)∩W ,
peroCH vale en uno de los dos y falla en el otro? (Analizar los dos casos.)


