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“mundos”. Una légica para la cual modelos de Kripke “similares” funciona es la 1égica
intuicionista.

Légica intuicionista: un intento de capturar los procesos tipicos de una matematica con-
structivista.

La légica intuicionista no introduce simbolos nuevos. Es una sublégica de la 16gica
clasica, en la cual los axiomas que dan lugar al tercio excluso se evitan. De manera pre-
cisa, se puede dar una axiomatizacién de la parte proposicional de la l16gica intuicionista
I tal que

I+[(mp =) = ((he = ) — 9]
dan lugar al calculo proposicional cldsico. En cualquier caso, en légica intuicionista ten-

emos la siguiente situacién (observe que todas las sentencias que aparecen en la tabla
son validas clasicamente).

Vale Falla

Doble i@ — == F o — o
negacion i — ==
Distr. de la Fi (e AY) & (mmp An) | R mm(e V) < (mmp V mm))
— e = ) = (e = )
Leyes de (e V) = —p A=) Fi =(p AY) = = V=t
De Morgan (P A1) — =p V)
Cuantif. ; —Elxgo(x) — Yr-p(z) F, “Vap(z) — Jz—p(z)

Fi ~Vap(r) — Jrop(x)
Absorcion F; == Vap(r) — Ve——p(z) b = Vzp(z) «— Yoe——p(x)
Absorcion F; x——p(z) — ——Jxp(x) by Jz——p(z) «— ~—Jzp(x)
Indep. premisa (p — Fzb(z)) — Fz(p — P(x)).

3. Lasemadntica. He aqui la versiéon de modelos de Kripke adecuada para esta légica. Fije
un lenguaje £. Un £-modelo de Kripke para la l6gica intuicionista es una 4-pla

K =P, <, %, fog)p<qep
tal que

& (P, <) esun orden,
& paratodo p € P, %, es una L-estructura,
& dadosp < q € P, f,, : ™A, — A, es un homomorfismo,
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& paratodop € P, f,, =idg,, y
& dadosp <q<rebP, f, = fyo fr

La idea intuitiva subyacente a esta definicion es simular un modelo variable 2 con re-
specto al orden IP (que se puede ver heuristicamente como “el tiempo”). Los objetos son
esencialmente objetos variables con “instancias en tiempo p” dadas por los elementos

de A,.

Dado a € A,, y dado ¢ > p, fyy(a) es un elemento de A,, la “versién de a en tiempo
(futuro) ¢”: la idea conductora de esta seméntica es que un objeto consta de a y de todas
sus versiones futuras f,,(a) para q > p.

2, % JE— .

Definimos la nocién
Kk, ¢

(el modelo de Kripke K fuerza ¢ en p) por induccién en la complejidad de ¢:
¢ atémica: por ejemplo si ¢ = R(vq,...,v,), definimos
Kk, @la...a,]ssi(ar...a,) € R,
=9 Ax: KlFpossi Ik, vy Kk, x,
p=9vVx: KlF,pssi Ik, oIk, x,
@ = K Ik, ¢ssiparatodo g > p, KIf, .
¢ =19 — x: Kk, pssiparatodo g > p, K Ik, ¢ implica que £ I, x,
o = Jap(z): Kk, pssiexisteuna € A, tal que K IF, ¢[a],
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o =Vaip(z): Kk, ¢ ssiparatodo ¢ > p, paratodoa € A, K IF, ¥al.

Dos hechos claves: por un lado, la definicién “mira futuros” (es no cldsica) tan solo en
los pasos que involucran —, — y V. En los demas es esencialmente clasico el forzamiento.
Por otro lado, esta relacién es “monétona” (o acumulativa): sip < ¢y K I, ¢, entonces
K Ik, ¢. Esto corresponde a la idea intuitiva de “informacién” que se acumula en el
tiempo.

Como forzar la negacién requiere mirar futuros, tenemos (ejercicio) que
K Iy == ssiVg > par > q(K Ik, ¢).
Esto muestra que forzar la doble negacién de ¢ corresponde a que “densamente en el

futuro” ¢ sera forzada. Esto captura la idea de “inevitable” (mas no actual).

4. Un par de ejemplos. Primero, observe el modelo de Kripke siguiente: P = {p < ¢},
A, = {m}, A, = {m,n}, f,u(m) = m. Entonces

Ky ==(3z,y(x #y))

(pues aunque en tiempo p ain no hay objetos distintos, densamente en el futuro de p (es
decir, en ¢) si los hay). Sin embargo,

KWy, 3z, y(z # v).

Por otro lado, considere ahora el modelo de Kripke dado por P = w con el orden usual,
A, ={0,1,...,n}, laestructura estéd dada por &,, = (A4,,, B*), donde B es un predicado
monddico interpretado en 2, como {0,...,n — 1}. Ademas, f,,(z) = = siempre que
n < m € w. El modelo de Kripke se ve asf:

o

2
“‘ n \
0 Lo

\ ' \,\:’,/,/
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Es decir, un “universo en expansién” con una zona B que es siempre “casi todo” pero
nunca todo. Como ejercicio, usted debe verificar con toda precision que

K ko Vz=—B(x)

pero
K o ~=VaB(z).

La idea intuitiva es que la primera férmula es forzada, pues en todo futuro de 0 sera cier-
to que todo objeto “entrard” en B (aunque en tiempo n, n mismo no ha entrado en B,
en tiempo n + 1, n si entra en B). Por otro lado, la segunda sentencia no es forzada en
0, pues de serlo tendria que suceder que “en algin futuro” (de 0) todo entra en B. Pero
en ningtin momento se tiene que B es todo el universo (siempre le falta un punto para
serlo).

Una interpretacion teoldgica de esto :) A puede ser el conjunto de seres humanos justos,
B el conjunto de aquellos que han ido al cielo. En ningtin momento (antes del Juicio
Final) todos han ido al cielo. Sin embargo, la frase “todos los justos irdn al cielo” vale en
el modelo dindmico, pues todo justo entra al cielo en un momento dado. Sin embargo,
no vale la frase (antes de Juicio Final) “en un momento dado, todos los justos estardn en
el cielo”.

8. Leibniz: el proyecto 16gico global

8.1. Notas iovinas

Leibniz (1646-1716) estd absolutamente enmarcado por la cultura del barroco, y es preciso
entenderlo desde ese punto de vista. Hizo aportes cruciales a la matematica (calculo), la 16gica
(ya veremos), la metafisica, la jurisprudencia, etc.

Su primer escrito juvenil (1666) fue la Dissertatio de Arte Combinatoria. Esta rige las lineas de
sostén de todo su enorme sistema posterior. Varias tradiciones confluyen en la combinatoria
de Leibniz. Entre éstas, fuera del afdn de sintesis del barroco, tenemos las tradiciones pitagori-
ca y cabalistica. Estas intentaban cifrar la complejidad del mundo a través de un célculo (ars
combinatoria) de combinaciones conceptuales elementales. Es entonces una ciencia general de
las relaciones abstractas.

No era el primero. Antes, Raimon Llull (1235-1315) y Athanasius Kircher (1601-1680) habian
construido mecanismos sofisticados para explicar y ordenar los &mbitos multiformes del conocimien-
to. Sin embargo, las “artes” de Llull y Kircher resultaron muy artificiales: su escogencia de du-
dosos conceptos “generales y simples” y las formas y niimeros de la combinatoria la hicieron



