
El Programa de Hilbert

16 de septiembre de 2003

El siguiente texto retoma algunos de los temas anteriores, y da el salto a finales del XIX. Lea
con cuidado lo que pueda, y responda a las siguientes preguntas:

1. ¿Cuál problemática filosófica es atacada por los trabajos de Lobachevski, Gauß y Bolyai?

2. ¿En qué sentido es el plano de Poincaré un modelo de la geometrı́a de Lobachevski?

3. Si usted viaja en avión de Bogotá a Nueva York, sigue de Nueva York a Jerusalén, y
regresa de Jerusalén a Bogotá (vuelos directos), ¿cuál es la suma de los ángulos en el
“triángulo” Bog-NY-Jlem? ¿En qué sentido va eso en contra del quinto postulado?

4. La lectura de página 96 (notas en clase) en adelante es mucho más ardua (por algo está en
Lógica III y no en Lógica I). Sin embargo, usted puede extraer algo de significado y
responder a la pregunta
¿cuál es el problema que se propone atacar Hilbert en su programa?

5. ¿En qué consiste el “finitismo” de Hilbert”? ¿Qué tan lejano está del punto de vista
pitagórico? ¿Euclı́deo? ¿Platónico?

¡No pretenda entender todas las notas exhaustivamente!

1. De Grecia a Hilbert

Lo que sigue es supremamente esquemático. Pero es importante que usted lo lea, y lo use para
repasar temas vistos en Lógica I, necesarios para entender el Programa de Hilbert. Una parte
de este material le debe mucho (en presentación y estilo) a una charla de Andrés Caicedo (U.
Berkeley) en la Universidad Nacional en Diciembre de 1999.
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1.1. Grecia, el formalismo, y el problema de Consistencia.

La matemática surge (en el caso de Occidente) en Egipto, como una ciencia que estudiaba
fenómenos del mundo fı́sico. Después de los pasos iniciales consistentes en cálculos aplicados
a agrimensura, construcción, etc., surgió en Grecia el primer formalismo.

Desde Grecia hasta ahora concebimos la matemática en términos de demostraciones; los Ele-
mentos de Euclides fueron el mayor hito del tema en Grecia.

Geometrı́a, según los Elementos: punto, recta, segmento, ángulo y cı́rculo, 9 axiomas y 5 pos-
tulados.

Quinto Postulado: si una recta corta otras dos de modo que los ángulos internos en un mismo
lado suman menos de 2 ángulos rectos, entonces las dos rectas (si se prolongan) se cortan
en ese lado.

Por siglos, la visión de los Elementos primó... hasta la aparición de los siguiente problemas:

1. La axiomatización de Elementos no basta para deducir los teoremas.

2. Los axiomas de congruencia dependen de la noción de movimiento.

3. Sobran definiciones.

Dos posibilidades de solución: o bien agregar y agregar axiomas hasta que quede “completa”
la geometrı́a, o bien mostrar que lo anterior es imposible.

La segunda posibilidad era claramente más abstracta que la primera. Por el primer camino
transitaron Arquı́medes (“de dos cuerpos distintos el mayor es menor que el menor repetido
suficientes veces”), Pasch en el siglo XIX (“polı́gonos intersectan a rectas que pasan por su
interior”), Dedekind y Cauchy también en el siglo XIX (axiomas de “continuidad”)... pero los
problemas no terminaron ahı́.

Lobachevski, Gauß, Bolyai: la geometrı́a no necesariamente representa la realidad fı́sica. Sus
postulados y teoremas por lo tanto no son necesariamente “verdaderos”en el mundo fı́sico.
Ası́, las demostraciones no necesariamente son corroboraciones de verdad fı́sica.

El quinto postulado fue el blanco principal del ataque. Antes del siglo XIX aparecieron varias
“demostraciones”erróneas a partir de los demás axiomas y postulados (Saccheri, s. XVII, Lam-
bert, s. XVIII).

Proposiciones equivalentes al quinto postulado.
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1. Los puntos a un mismo lado de una recta y a la misma distancia de ésta forman una
recta.

2. Hay triángulos de área arbitrariamente grande.

3. Los ángulos internos de un triángulo suman lo mismo que dos ángulos rectos.

Lobachevski reemplaza el quinto postulado por

Postulado 5’: Hay una recta ` y un punto exterior a ella tales que por dicho punto pasan al
menos dos rectas distintas que no cortan a `.

Lobachevski desarrolló toda una nueva geometrı́a a partir de este nuevo axioma, y mostró que
ninguna contradicción iba a aparecer.

Poincaré, a finales del siglo pasado, construyó un modelo de la geometrı́a de Lobachevski.

Plano de Poincaré

En este modelo, llamado “plano de Poincaré”, los puntos son los del semiplano superior,
las rectas son semi-rectas verticales que parten del eje x, o semicı́rculos con centro en dicho
eje. Aparece un nuevo problema con los resultados de Lobachevski: la consistencia de la ge-
ometrı́a euclidiana ya no es gratis, pues ya no es obvio que sus postulados sean “ciertos”.
Por primera vez en la historia de la matemática se cuestiona la posición filosófica de los
matemáticos con respecto al “hacer matemáticas”. El trabajo de Lobachevski socava la opi-
nión (kantiana) según la cual el conocimiento matemático es a priori.
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Después de los desarrollos anteriores, quedó claro que no hay razones para pre-suponer que
los axiomas matemáticas deban ser “intuitivos”. O que, de serlo, debemos desarrollar una
“ciencia de la intuición”1.

En todo caso, a finales del siglo pasado seguı́a abierta la pregunta:

¿Cómo puede afirmarse la consistencia de los axiomas de la geometrı́a2 con confianza?

La pregunta anterior seguı́a abierta, y con más urgencia que nunca después de los desarrollos
de la matemática del siglo XIX.

Después de los trabajos de Descartes y Fermat, habı́a surgido la alternativa siguiente: “re-
ducir”la geometrı́a a los números reales. Ası́, en vez de abordar directamente el problema de
consistencia por la lı́nea anterior (Euclides, Lobachevski, Poincaré, etc.), bastarı́a dar axiomas
sólidos y razonables para los reales.

Problema con lo anterior: históricamente se habı́a concebido a los números reales como ab-
stracciones geométricas. Era entonces imperativo asegurar la consistencia de los reales por
otro camino.

1.2. El Programa de Hilbert

Estándares de formalismo relajados desde la época griega... Euler y la manipulación de series,
a veces con resultados falsos. Crı́tica del obispo Berkeley (1734): infinitesimales “fantasmas de
magnitudes ausentes”.

Weierstraß en la segunda mitad del siglo pasado formula una teorı́a formal de los lı́mites,
completamente libre de infinitesimales. Para éllo hace uso del Axioma de Completitud de los
reales. Usando el Axioma de Completitud, se puede ver que dos realizaciones cualesquiera
de los axiomas de los reales son isomorfas.

Dedekind y Cantor llevan a cabo dos construcciones distintas de los reales. Ambas basadas
en últimas en los naturales. Este es el fin del problema para muchos.

Sin embargo...

Ambas construcciones requieren aceptar el infinito actual: ¡la existencia de (muchos) números
que no pueden ser construı́dos de manera explı́cita!

1Eso aparecerı́a más tardı́amente.
2(o de la teorı́a matemática que uno esté desarrollando)
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Problema: hallar una formalización finitista que justifique el uso de argumentos que involucren
el infinito en matemática.

Buscar una solución a este problema motivó los trabajos de Frege, de Russell y Whitehead
(Principia Mathematica) y la teorı́a de conjuntos de Cantor.

El Programa de Hilbert aparece en este contexto3. Otros “programas”famosos de la época
incluyen el intuicionismo de Brouwer y el constructivismo de Kronecker.

1.2.1. Finitismo de Hilbert.

Se puede ver como cierto tipo de intrumentalismo: tan solo se aceptan construcciones y afir-
maciones que sean verificables mediante algoritmos.

Aquı́ aparece la distinción fundamental entre proposiciones ideales y proposiciones reales.

Lenguaje: Lpr

N
(el lenguaje usual de los números naturales, aumentado con sı́mbolos para las

funciones primitivas recursivas):

Lpr

N
= {+,×, 0, 1, <} ∪ {fs|f : N → N es primitiva recursiva}.

El superı́ndice en xs sencillamente denota que hemos escogido un sı́mbolo para cada
objeto x.

Jerarquı́a Σ0
n
, Π0

n
: para entender la distinción entre “fórmulas ideales 2“fórmulas reales”, us-

aremos una jerarquı́a muy estándar. Esta jerarquı́a “mide”el grado de complejidad de
una fórmula; en otras palabras, saber que una fórmula ϕ es Π0

13 o es Σ0
1999 nos dice

“qué tan lejos”está ϕ de ser básica, de ser libre de cuantificadores. La letra Π o Σ se refiere
al tipo de cuantificador que aparece al principio en la fórmula4. Más precisamente,

1. Una fórmula es Σ0
0 = Π0

0 ssi se puede obtener a partir de fórmulas atómicas usando
tan solo ∧, ¬ y cuantificadores acotados

∀x < y,∃x < y.

3Desafortunadamente, muchas lecturas crudas de Hilbert y muchas presentaciones de su programa lo pre-
sentan como una visión de la matemática como un juego formal, carente de sentido. Éste es uno de los puntos de
vista que más daño ha causado en filosofı́a. Algunos errores básicos de la filosofı́a analı́tica se deben a lecturas
superficiales del programa de Hilbert. Ver [Rota], ‘The pernicious influence of mathematics upon philosophy.’
Uno podrı́a escribir mucho acerca de lo que no es el programa de Hilbert.

4La idea es que los cuantificadores agregan “complejidad.a las fórmulas: semánticamente, por ejemplo, satis-
facer un existencial ∃xψ(x) requiere encontrar un testigo para ψ, satisfacer un universal ∀xψ(x) requiere recorrer
todo el universo del modelo en cuestión.
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2. Una fórmula es Σ0
n

ssi su negación es Π0
n
.

3. Una fórmula es Π0
n+1 ssi es de la forma ∀x0 . . . ∀xnϕ, donde ϕ es Σ0

n
.

Ası́, fórmulas Σ0
n

son aquellas que empiezan por ∃ y tienen n “bloques.alternados de
cuantificadores, y fórmulas Π0

n
son aquellas que empiezan por ∀ y tienen n bloques

alternados.

Ejemplos de lo anterior:

1. La fórmula ∀x < 3(x = 0 ∨ x = 1 ∨ x = 2) es Π0
0 = Σ0

0. ¿Por qué?

2. La fórmula ∃y∀x(x = y ∨ y < x) que dice que alguien es el mı́nimo en el orden de
los naturales es Σ0

2. Esto se ve con la descomposición siguiente (léala “de adentro
hacia afuera”):

∃y

Π0

1

︷ ︸︸ ︷

∀x(x = y ∨ y < x
︸ ︷︷ ︸

Σ0

0
=Π0

0

)

︸ ︷︷ ︸

Σ0

2

.

3. La fórmula Φ(y) que dice que “y es primoresulta ser Π0
1, por la descomposición

siguiente. Observe (¡recordar Lógica II es necesario!) que en el paso de Σ a Π us-
amos que negación de ∃ produce un ∀ (y que por Cálculo Proposicional α → β es
equivalente a ¬α ∨ β), y usamos algunas de las “reglas de inferencia”del Cálculo
de Predicados para manejar la Forma Normal Prenexa (sacar los cuantificadores
adelante en la fórmula). Ası́, tenemos la descomposición

Φ(y) ≡ ¬(y = 1) ∧ ∀z
(

Π0

1

︷ ︸︸ ︷

[∃w(z × w = y)
︸ ︷︷ ︸

Σ0

1

] → (z = y ∧ z = 1)
)

︸ ︷︷ ︸

Π0

1

4. La fórmula Ψ que dice que “hay números primos arbitrariamente grandesresulta
entonces ser Π0

3, por la descomposición siguiente:

Ψ ≡

Π0

3

︷ ︸︸ ︷

∀x∃y[

Π0

1

︷ ︸︸ ︷

x < y ∧ Φ(y)]
︸ ︷︷ ︸

Σ0

2

.
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Ejercicio: Clasifique las siguientes fórmulas de acuerdo con lo anterior:

3 < 0

∀x[∃y((1 + 1) × y = x) ∨ ∃y((1 + 1) × y + 1 = x)]5

y es divisor de 7

5 y x son primos relativos6.

∀x∃y∀z∃w∀v∃t∀u∃s∀h∃q(x < (y + z) × w ∧ (v + t) + u < (s+ h) + q)

∀x1∃x2 · · · ∀x2003∃x2004ψ(x1, x2, · · · , x2003, x2004), donde ψ es atómica.

Ahora sı́ podemos definir las proposiciones reales y las proposiciones ideales. Las primeras
son las que se pueden expresar como fórmulas Π0

1: si una fórmula Π0
1 es falsa, podemos

verificar su falsedad de manera finitista. Las proposiciones ideales son todas las demás.

Las proposiciones ideales (la mayorı́a) requieren del infinito actual para ser “evaluadas”. Sin
embargo, se usan constantemente en matemática, pues son sumamente eficientes a la hora de
derivar proposiciones reales verdaderas.

Hilbert pretendı́a justificar la maquinaria ideal mostrando que la teorı́a que las engloba es
consistente.

Llamemos Tc a la teorı́a “clásica”en cuestión. Tc puede identificarse (como sucede en la may-
orı́a de los tratamientos) con PA o con ZFC (ver pp. 45 y 66 en [AV]).

1.2.2. Codificar consistencia

Lo que sigue es un resumen de algo que está hecho con mucho más detalle en [AV], en páginas
57 a 67. Aquı́ sencillamente nos centramos en lo estrictamente necesario para el programa de
Hilbert.

Códigos del lenguaje y la sintaxis de Tc de manera primitiva recursiva. Existe una fórmula
primitiva recursiva ϕ(x, y) que codifica “x es código de una demostración de la fórmula
con código y en Tc.”

5¿Qué propiedad de los naturales expresa esta fórmula?
6Naturalmente, parte del ejercicio consiste en escribir esto y lo anterior como fórmulas en el lenguaje LN.



El Programa de Hilbert II - 2003 8

Con(T ) es la fórmula que “dice”que T es consistente. Precisamente, Con(T ) es la fórmula
“para todo x que codifica una demostración en T , x no es una demostración de 0=1”.

Usando lo anterior, podemos enunciar de manera un poco más explı́cita el

Programa de Hilbert: demostrar Con(Tc),
usando únicamente razonamientos finitis-
tas.

¿Qué quiere decir Hilbert con “razonamientos finitistas”? No es completamente claro, pues
Hilbert no fue inicialmente explı́cito en este aspecto. Existe, sin embargo, una manera usual
de formalizar lo anterior: usando APR, la Aritmética Primitiva Recursiva.

Lenguaje: LAPR = {+, ·, 0, 1, <} ∪ {fs|f : N → N es primitiva recursiva7}.

Axiomas: las ecuaciones que definen a las funciones primitivas recursivas + inducción re-
stringida a fórmulas libres de cuantificadores.

¿Por qué lo anterior es una manera convincente de formalizar “razonamientos finitistas”? La
respuesta a esta pregunta es otra historia larga. Sin embargo, el lector puede revisar el artı́culo
de W. W. Tait - Finitism, en The Journal of Philosophy, 78, 1981, 524–546.

1.2.3. El plan en detalle

Sea Q la teorı́a PA, sin los axiomas de inducción. Esta Q es finitamente axiomatizable, y Q ⊂
APR. Además, si ϕ es Σ0

1 y de la aritmética verdadera (es decir, N |= ϕ), entonces Q ` ϕ.
Q captura todas las fórmulas verdaderas (en N) que sean de complejidad Σ0

1. Pero entonces,
podemos concluir lo siguiente.

Fact 1.2.1 Si T es consistente y Q ⊂ T , entonces todas las consecuencias Π0
1 de T son verdaderas.

¿Por qué? Sea T consistente, con Q ⊂ T , y sea ψ una fórmula Π0
1 tal que T ` ψ. Supongamos,

para tratar de llegar a una contradicción, que ψ no fuera verdadera. Entonces, deberı́a ser
falsa, y su negación ¬ψ serı́a verdadera. Como ¬ψ es Σ0

1, por el párrafo anterior, se tiene que

7Primitiva recursiva: una versión especı́fica de calculable.
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Q ` ¬ψ. Pero Q ⊂ T , y por lo tanto también T ` ¬ψ. Pero habı́amos supuesto que T ` ψ... con
lo cual T debe ser inconsistente... ¡esto contradice nuestra hipótesis de consistencia de T !

Supongamos que logramos formalizar en APR que Tc es consistente. Es decir, supongamos
que

APR ` Con(Tc).

Entonces, por el Hecho 1.2.1, en APR también tenemos una formalización del hecho “Tc es
Π0

1-válida.”

Pero entonces, dada ϕ una fórmula Π0
1 (es decir, real), si Tc ` ϕ, y hay una prueba de la

consistencia de Tc, entonces APR ` ϕ.

Lo anterior es una traducción (recursiva) para fórmulas ϕ que sean Π0
1:

Tc ` ϕ  APR ` ϕ

Usando la traducción anterior, podemos reformular el

Programa de Hilbert: demostrar Con(APR),
usando únicamente métodos finitistas.

Observe el cambio de la teorı́a (complicada) Tc a la teorı́a (más sencilla) APR. La problemática
filosófica abierta por los trabajos de Gauß, Lobachevski y Bolyai habrı́a quedado resuelta si el
programa de Hilbert se hubiera podido llevar a cabo.

1.2.4. La caı́da del plan

Sin embargo...

Los teoremas de incompletitud de Gödel
mostraron que el programa de Hilbert no
se puede llevar a cabo.

1. Si T es axiomatizable, consistente, y Q ⊂ T , entonces existe ϕ, Π0
1 y verdadera tal que

T 6` ϕ.

2. Si T es axiomatizable, consistente, y Q ⊂ T , entonces T 6` Con(T ).

Ası́, entre otras cosas, no puede haber un instrumento perfecto para demostrar verdades Π0
1.

Ningún instrumento se puede justificar a sı́ mismo.
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Los trabajos de Gödel no se deben ver solamente como un resultado negativo, como los hemos
presentado aquı́: a pesar de haber mostrado la imposibilidad de “zanjar”, como Hilbert hu-
biera querido, la disyuntiva filosófica planteada por los trabajos de Gauß, Lobachevski y
Bolyai, los teoremas de Gödel develaron problemáticas muy profundas inherentes al lengua-
je y a la lógica. También marcaron el inicio de toda una rama nueva de actividad en lógica
matemática, sumamente variada y con cruces muy fértiles con otras ramas del conocimiento.

En este momento, usted debe estarse preguntando ¿cuál es la razón de los teoremas de Gödel?
¿Qué más podemos saber al respecto? Una respuesta, basada en un artı́culo de Xavier Caicedo
que conecta la Paradoja de Berry con un teorema de incompletitud de Gödel, está explicada
en el capı́tulo 9.

Otra posible pregunta en este momento es la siguiente:

Dado todo lo anterior, cuál podrı́a ser entonces una respuesta razonable a la disyuntiva fi-
losófica? ¿Es a priori o a posteriori el conocimiento matemático? O de pronto... es más complejo
que eso?

Un inicio de respuesta a esas preguntas depende en gran parte de lo que ha sucedido en
matemática en el siglo XX. Los cambios fueron enormes, y las situaciones a las que podı́a
tener acceso Kant eran mucho, pero mucho más sencillas que todo lo que sucedió después.

El siglo XX ha tenido varias propuestas de respuesta. Analizaremos más adelante un inicio
de camino, debido al matemático y filósofo Gian-Carlo Rota. Los trabajos de Rota estuvieron
basados primordialmente en un estudio de Husserl, de estilo diferente de muchos otros estu-
dios de este filósofo.

Cierro estas notas re-planteando la pregunta: ¿son o no a priori las matemáticas? ¿Será que
existe mucho más conocimiento a priori que lo que actualmente se sabe? ¿Existen maneras
sistemáticas de resolver todos los problemas (también del arte, de la sociedad, etc)? ¿Qué nos
pueden decir los desarrollos más recientes de la matemática (y en particular de la lógica y/o
de la teorı́a de conjuntos) con respecto a lo anterior?


