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Resumen

Se presenta una exposicién del ejemplo Ab-initio. Se prueba el lema
de amalgamacién y se examina la estructura de los tipos.

1. Preeliminares

Sea L = {R} una relacién ternaria, simétrica (si (x1, xs,z3) € R entonces
para o una permutacion de {1,2, 3}, (z5(1), Zo(2), To(3)) € R) y satisfecha sélo
por elementos distintos. Sea 91 una L-estructura, si A C/ 9, definimos
5(A) = |A| — |[RN A3|.

Sea 9, = {9 : M es una L-estructura, ||| > ny §(A) > n para A C/™ 9}

Definicién 1. Sea 9 € $, y sea A C/™ M. Decimos que A es autosuficiente
en M (A < M) si para B D/ A con M D B tenemos que 6(B) > §(A).

Proposicién 2. Sea A C/™ 9, existe un conjunto Atal que A < My
cualquier otro B tal que A C B < 91, contiene a A.

Demostracion. Sea A un conjunto que contiene a A con §(A) minimal. [

Proposiciéon 3. Si A es autosuficiente en B y B es autosuficiente en M,
entonce A es autosuficiente en M. Ademas la interseccion de dos conjuntos
autosuficientes es autosuficientes.

Demostracion. Sélo probaremos la primera afirmaciéon. Sea C' tal que A C
C C M, C es finito. Ahora A C CN B C B, entonces 6(CNB) > §(A), pero
B C CUB, entonces 6(CUB) > §(B), para este J se tiene que §(C)+4d(B) >
5(C'UB)+46(C N B), de aqui se deduce que §(A) < §(C) O
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Definicién 4. Decimos que A es n-autosuficiente en B (A =<, B) si para
CCBcon ACCy|C\A| <n,setiene que 6(C) > 6(A)

Hecho 5. Si A = {ay, ..., ax}, existe una férmula de primer orden ¢(ay, . .., xy),
tal que A <, M si y sélo si M = ¢(aq,...,zx). Ademds la clase 9, es ele-
mental

Definicién 6. Supongamos que A C B,C, sea D = B @4 C la estructura
con universo B U C' obtenida al tomar B y C' con intersecciés igual a A, y
no agregar mas nodos que los que ya estaban en B o en C' (esto quiere decir
que no hay relaciones entre elementos de By C'y no de A).

Lema 7. (Amalgamacion) Si By C estdn en $q (9,,), entonces D € $9(9,),
ademas si A <, By A=XC, entonces B <X Dy C =,, D; es decir tenemos el
siguiente diagrama.

Observaciéon. Antes de demostrar el lema queremos hacer referencia al
articulo de Jonh Goode donde la definicién de la clase £, no incluye la
condicién || > n (se pide en cambio que §(A) > n para A T/ My
|A| > n), pero se afirma un lema de amalgamacién idéntico al anterior, va-
mos a mostrar un ejemplo en el cual D no esta en §,, a pesar de que By C'
lo estd. Sea R la relacién ternaria en el plano ‘ser colineales’, sea B formado
por tres puntos colineales, C' formado por uno de estos puntos y otro que
no es de B, es fécil ver que By C estén en $, (B y C tienen menos de 4
elementos), pero D no estard en §4, pues §(D) = 3y |D| = 4(ver la figura)

B

\
=

Demostracién. Veamos que D € §, sea E C/™ D, tenemos que §(E) =
I(ENC)+6(ENB)—46(ENA), pues no se agregan nuevas relaciones en D
de las que ya habia en C'y B, ahora A C (ENC)UA C C, como A < C,
entonces 0(A) < H(ENC)+0(A)—0(ENA), es decir 0 < §(ENC)—35(ENA),
pero como B € §)g, entonces §(EUB) > 0, reuniendo estas dos desigualdades
tenemos que §(F) > 0, es decir D € 9, para ver que D € §,, (si B,C € 9,,),
tomamos E Cf™ D, con |E| > n, consideramos tres casos:
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1. |[ENB|>n,como A<C,§(ENC)—-§ENA)>0,ycomo B € $,,
0(FN B) > n, entonces 6(E) > n

2. |[ENB|<nyl|ENC|>mn,como A=, B,§(ENB) > J§(A), y como
C € 9,, 6(C) > n, por lo tanto §(E) > n

3. |[ENB|<ny|ENC|<n,sabemos que |C|,|B| > n, sea F' C C tal
que |[FU(ENC)| =n, como C € H,, §(FU(ENC))=mn, pero como
|[FU(ENC)|=n se debe tener que |[RU (FU(ENC))* =0, lo cual
implica que |[RU(ENC)| =0, es decir §(ENC) = |[ENCJ, de manera
andloga se puede probar que §( ENB) = |EN B|, de esto se deduce que
(E)=|E| >n.

Al final tenemos que D € $),. Para ver que B < D sea E tal que B C
E CJin D, tenemos que 0(E) = §(B) + §(ENC) — §(E N A), pero como
A=XC,6(ENC)—=06(ENA) >0, entonces 6(FE) > 6(B). Por ultimo nos
falta ver que C' <, D, sea E tal que C C E C/™ D cOon |E\ C| < n,
tenemos que A C FU B, pero |(ENB)\ Al = |E\ C| <n, como A <X, B,
d(EUB) > §(A), por lo tanto como §(F) = 6(ENB) —0(A) +6(C), se tiene
que §(E) > 6(C). O

Consideramos la teoria T" que resulta de adicionar a o (9,,) los siguientes
axiomas: si Ay B son finitos y A < By A <, M, entonces existe B’ =4 B
y B’ <, 9.

Veamos que T es consistente: construimos un modelo de 7' como un limite
de una cadena ascendente de estructuras finitas 9, para construir M, 1,
sea ACMy A= B, tomamos M, =M, D4 B, y sea M = U,M,,.

T resulta completa: Sean T7 y T5 dos complecciones de T', y M; = T;
w-saturado, como cada uno de estos modelos satisface T, si A C/"" M, y
A =My A =< B, entonces B puede ser inmerso autosuficientemente en 9
sobre A. Sea A < M, con A finito, tenemos que ) < A, existe A" < My
con ) <= A’". Ademds si A’ < B’ < My, entonces existe B < M, tal que
A =< B < 9y, continuando este proceso podemos probar que existe un
sistema de isomorfismos parciales de 2; en <My, por lo tanto My = My, por
lo tanto T} = T5, es decir T' es completa.

Si revisamos lo hecho en el tdltimo parrafo en realidad tambien hemos
probado que si M | T, M es w-saturado y sean A; C/™ M (i = 1,2),
supongamos que qftp(A;) = qftp(Ay) (tipo libre de cuantificadores), en-
tonces existe un sistema de isomorfismos parciales que envia A; en Ay, por lo
tanto tp(A;) = tp(As,), podemos concluir entonces que tp(A estd determinado

por qftp(A).



Vamos a calcular ahora el rango del tipo de un elemento a sobre A: ten-
emos que MR(tp(a/A)) = MR(tp(a/A) pues A C acl(A), podemos asumir
entonces que A = A, consideramos dos casos:

1. 6(AU{a}) = 5(A).

Sea By C By C ... C B, una cadena maximal con §(By) = §(B;) =
... =0(By); Bo=A; B,r1 = AU{a}, vamos a analizar tp(B;/A). Sea
C D A;si By C C, entonces tp(B;/C) es algebraico; si By 2 C existe
b€ B, \ C, logramos lo siguiente

a) BiNC = A, sino fuera asf, sead € (BjUC)\A. A C AU{d} C By,
entonces d estd relacionado con puntos de By \ A: en este caso
hay més relaciones con elementos de By \ (A U {d} que puntos
en By \ (AU {d}), esto implica que §(B; UC) < §(C) lo cual es
imposible.

b) No hay maés relaciones entre By y C' que en la unién libre, §(C @4

Bi) = 0(C) + 6(B) — 6(A) = 4(C), si hubiera més relaciones
J(CUB) <).

Un argumento analogo prueba que U(tp(B1/A)) =1, ..., U(tp(Bni+1/Bn)) =
1 y entonces U(tp(B,+1/A)) = n+ 1. Ademds en este caso MR(.) =
U(.), entonces RM (x = x) > n para todo n, entonces RM (x = z) = w.

2. §(AU{a})=6(A)+1
En este caso no hay relaciones entre a y A, pues si las hubiera §(A U
{a}) < 0(A) + 1. Consideremos a y b con 6(AU{a}) = §(AU {b}) =
d(A) + 1, entonces qftp(a/A) = qftp(b/A) esto implica que tp(a/A) =
tp(b/A), todo elemento a con la propiedad §(AU {a}) = 6(A) + 1




